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1. Sttrn , iikr dt» Auftoeung der trakscendentm Gleichungen, 1 
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1. 

lieber die Auflösung der transeeodenten Gleichungen; 

-nl -ii i (Von Herrn Dr, M. A. Stern tu Güttingen.) *’ 


-'1 (Eine Ton der Königtieh -DSnüchen Gesellichnft der Wlueiuchnften gekrönte Preixchtift.) n, ‘ j ‘ 


’i "Bll . it .Il .• ! i- • ‘ . . 

.. Irw ,» j«*ä <• ! : • 

jii;M . ..iiiiw ,!:n/ «i* 
,'!l *ll<? 


UW t&üm U/H» ml ürrt/r. 

■" ■ "r . — 1 — • i 


.;>t ! .1 

*• «in/. 
I ..j : 1 . IJ 

•.I 1 ' .’i‘ •'.! I'J 


t.-tl 


Vorwort. 

D - ■ <t, t • • • , . ■ - 

ie Königliche Gesellschaft der Wissenschafteu za Copeuhagen hatte in 
Jahre 1837, folgende Preisfrage gestellt. 

Proponitur quaestio de aequationum transcendentium radicibus inda^ 
gandis ct quidem poatpfatur : 

1. Ut plene et perfecte deducantur interque se comparentur methodi ipsa- 
rum radices iovenieudi, ita nt quaenam cuiuscunque eint virtutes quaenam 
imperfectiones accurate iudicetur, qaibusve casibas anaquaeque sit 
. , . oiagis minusve accommodala. 

2. Ut diligenter ioquiratur qaatenus vel quibus saltem adhibitis cnutioui- 
bas metbodos, quibus vulgo iu algcbraicis aequatiouibus radices reales 
aut ab iinagiuariis separeutur aut inter se, ad transceudentes quoque 
exteudere liceat. 

• . • : i • \ 

3. Ut exponatur conspectus, quantum fieri possit, plenus tarn specialium 
aequationum quam geuerum earum, quae quidem forma transcendenti 
in gravissimis analyseos applicatae partibus occurrunt, simul com re- 
guüs, quin fortasse tabnlis ad usum ipsum accomodatis, quibus revera 

faciliores ac breviores reddantur calculi illi radicum, alias saepe pro- 

..... < * •' • •* ■ . r n 

lixiaaunL. 

• . . . .. i »<| • ; 

Das Folgende ist ein genauer Abdruck der Schrift, die ich der 
Königl. G. d. W. im December 1837 überreicht habe; ich habe mir nur 
einige aufserwesentliche Aeodernngen erlaubt, wie namentlich, dafs ich da, 
wo icb, der Bestimmung der Schrift gemäfs, von meinen eigenen Arbeiten 
als denen eines Dritten sprechen mufste, dies nun geändert habe. 
Göttingen, den 5. Januar 1840. 


' . V.IV 


CroUc’i Jonrwl d. M. Bd. XXII. HA.1. 
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1 . Stern, Ueber die Aufl'immg der MmteemdetUe n Ghkkmgt*. 


• 4 

Die Königliche Societät der Wissenschaften hat als Preisfrage die Auf- 
gabe gestellt, die Wurzeln der traßsceudemen Gleichungen zu finden. In- 
dem leb es unternehme, diese Frage za beantworten, will ich zuvor Folgen- 
des bemerken. Ich setzte voraus, dafs die Köoigl Societät d. W. nur die 
Auflösung der numeritchen trauscendenten Gleichungen verlangt, und zwar 
blofs solcher, in welchen nnr eine unbekannte Gröfse vorkommt. Eine alt- 
gemeine Auflösung der Ixtteralen trauscendenten Gleichungen kann wohl 
Bach dem gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft nicht verlangt werden, 
da man noch nicht im Stande ist, dasselbe in Beziehung auf die liberalen 
algebraischen Gleichungen zu leisten. Ans demselben Grande glaube ich, 
die Aufgabe, ans mehreren transcendenten Gleichungen, in welchen eben 
so viele unbekannte Gröfsen Vorkommen, die Werlhe dieser Gröfsen 
za finden, bei Seite setzen za dürfen. Um diese Aufgabe zu lösen, möfsle 
man alle unbekannten Gröfsen, bis auf eine, elimiuiren. Diese Elimination 
aber, welche schon in dem Falle, wenn die Gleichungen algebraische sind, 
bedeutende Schwierigkeiten darbietet, stöfst bei de« transcendenten Glei- 
chungen anf unüberst eigliche Hindernisse. Ich werde daher die Untersuchung 
darauf beschränken, zu zeigeu , wie man hei jeder gegebenen numerischen 
transcendenten Gleichung die reellen Wurzeln mit beliebiger Genauig- 
keit berechnen und das Vorhaudeusein der imaginäre« Wurzeln entdecken 
kann. Was dagegen die numerischen Werlhe der imaginären Wurzeln 
betrifft, so kann deren Berechuung am so weniger verlaugt werden, da bis 
"jetzt keine Methode exislirt, die solches mit Bequemlichkeit für die alge- 
braischen Gleichungen leistet. Die einzige sichere Methode, welche man 
'besitzt, um die Werlhe der imaginären Wurzeln algebraischer Gleichungen 
zu finden, ist die, welche Fourier zuerst angedeutet hat. Ich werde spä- 
ter zu zeigen suchen, in wiefern diese Methode auf die traasceudenten 
Gleichungen anwendbar ist. 

" ' . Die Socielät d. W, bat i u dem Programme die Frage in drei Tlieiie 

geiheilt. Ich werde, dieser Einteilung folgend, zuerst vpp den vorhandenen 
Methoden zur Auflösung der trauscendenten Gleichungen spreche^ ; alsdauu 
zeigen, wie mau diese Gleichungen wirklich aufiösen kann, und zuletzt An- 
wendungen davoii auf besonders häufig vorkommende Beispiele machen. 
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L' SffCA, E4«r* die AufTotung der Iranscendtnten Gleichungen. ^ 

L Aeltere Methoden. 

1. Eine besondere Behandlung der Auflösung der iransceudeuten 
Gleichungen findet sich, so viel mir bekannt ist, nirgendwo. In einzelnen 
Fällen hat man solche Gleichungeu entweder durch blofses Probiren auf- 
zulösen gesucht, welches Verfahren, als unsicher und unwissenschaftlich, 
keine weitere Beachtung verdient, oder man hat die bereits bekannten Me- 
thoden zur Auflösung der algebraischen Gleichungen auch auf die trauscen- 
deuteu ausgedehnt. Bekanntlich hat aber zuerst Lagrange eine sichere 
Methode zur Auflösung der algebraischen Gleichungen gegeben, während 
die älteren Methoden mit Mängeln behaftet sind, die sie ganz unbrauchbar 
machen uud die ich hier nicht besonders hervorzuheben brauche, da dieser 
grofse Mathematiker sie bereits iu das hellste Licht gesetzt hat. Es ver- 
steht sich daher von selbst, dafs die Anwendung dieser älteren Methoden 
auf die trauscendenten Gleichungen dieselben Mängeln haben ; wo sic häufig 
noch viel bedeutender sein können. 

So z. ß. wendet Euler °J die Newtonacho Approximations-Methode 
au, um mehrere transcendente Gleichungen aufzulösen. Die Mäugel dieser 
Methode hat aber bereits Lagrunge uachgewieseu. An einem andern 
Orte hat Euler die Bernoullische Methode angewandt um die kleinste 
Wurzel der Gleichung 

, t 1 . z‘ I 1 , 

* — Z 2.3 '2.3. 4.5 2 . 3.4 .5.6. 7 ****** 

zu finden, wobei er jedoch selbst bemerkt, dafs diese Methode nur selten zur 
Erfindung der Wurzeln transceudenter Gleichungen angewandt werden könne. 
Dieselbe Methode hat Euler auch später benutzt -}•}, um die kleinsten Wur- 
zeln einiger transcendenten Gleichungeu zu finden. Die ausführliche Dar- 
stellung, welche Euler der Bernoullischen Methode gewidmet hat und 
die Bemerkungen, welche Lagrunge später hinzugefügt hat, zeigen zur 
Genüge, (|afs die Anwendung dieser Methode, selbst auf algebraische Glei- 
chungen, sehr beschränkt ist und daher noch weniger zur allgemeinen Auf- 
lösung der transcendenten Gleichungen gebraucht werden kann. Man er- 

•) Instit. calc. dilT. T. II. §. *42 seqq. 

*P) Resol. des equat. nun. No. V. 

•*») Introd. in anal. inf. 1. L § 355. 

f) Nova act Acad. Petr. Tom. IX. p. *8 seqq. 

ff) Introd. in an. inf L L C. 17. 


1 * 
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4 !■ Stern, über die Auflösung der trmnscmdenUn Gleichungen. 

hält nemlich vermittelst dieser Methode nur Näbertrogswerthe der gröfsten 
und kleinsten Wurzel, und zwar nur in dem Falle, wenn die Gleichuug 
kein Paar zusammeugehöreuder imaginärer Wurzeln hat, deren Prodoct grö- 
ßer ist als das Quadrat der gröbsten reellen Wurzel. Im entgegengesetzten 
Falle ist die Methode unbrauchbar, ln der neuesten Zeit hat freilich Fou- 
rier *) Andeutungen gegeben, wie die ßernoullische Methode verbessert 
and zur Auffindung aller Wurzeln gebraucht werden könne und ich**) 
habe uacbgewiesen, dafs sich diese Andeutungen allerdings reafisiren las- 
sen. In wie fern nun diese Ausbildung der Dernoullischen Methode sich 
auch auf die transceudenten Gleichuugen anwenden lasse, werde ich spä- 
ter untersuchen. ■ 1 '• 

Die Lagrange' sehe Methode zur Auflösung der algebraischen Glei- 
chungen ist zwar, von theoretischer Seite betrachtet, streng richtig, aber in 
ihrer Anwendung, wie bekannt, grofsen Schwierigkeiten unterworfen. Ihr 
wesentlichster Mangel liegt darin, dafs mau eine Zahl kennen mufs, die 
kleiner als der kleinste Unterschied der Wurzelu Ist Die Aufsuchung die- 
ser Zahl aber erfordert, sobald die Gleichung von einem hohen Grade ist, 
fast unausführbare Rechnungen ; wie es Lagrange selbst schon bemerkt hat 
Noch viel schwieriger mufs die Aufsuchung dieser Zahl sein, sobald die ge- 
gebene Gleichung eine transcendente ist, und mau kann sie in diesem Falle, 
wie auch schon Poison bemerkt hat***), als völlig unausführbar ansehen. 

S. In dem 24sten Bande der Memoiren der Berliner Academie hat 
Lagrange eine Methode gegeben, um die Wurzeln der algebraischen Glei- 
chungen durch unendliche Reihen auszudrücken, und es haben später mehrere 
bedeutende Mathematiker diese Untersuchung aufgeuommen und vervoll- 
kommnet Diese Methode kommt zuletzt auf die Umkehruug der Reinen 
zurück, indem sie zeigt wie man, wenn eine Gleichung 
y = a + bx -j- cx 1 + da? -f- ex* .... 

gegeben ist, den Werth von x durch eine nach Potenzen von y, georduete 
Reihe ausdrücken kann, so dafs man 

x sss A -f- By + Cy A + . . . . 

hat Lagrange bemerkt im Eingänge zu dieser Abhandlung, dafs diese 


•) Analyse des 6quations p. 6. 8 seqq. 

••) Grelle Journ. für die Math. Bd. 11. p- 293 ff. 

***) Joura. do l'ecole polyt cali. 19. p. 382. 
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Methode auch bei den transceadenten Gleichungen brauchbar sei, Weiche 
Logarithmen und Kreisbogen enthalten, woraus also hervorgeht, dafs er 
sic selbst nicht fär eine allgemein auf transcendente Gleichungen anwend•) ** 
bare Methode gehalten hat. In der Tbat ist hie aber auch erheblichen 
Schwierigkeiten unterworfen. Soll neralicb der Wörth von x durch die 
«ad» Potenzen von y geordnete Reibe gefunden werden, so mufsr diese 
Reihe convcrgiren; sie kanu aber auch häufig divergiren und die Unter- 
suchung, ob das eine oder das andere Statt findet, ist schwierig, da die 
Reihen häufig sehr verwickelt sein können, Lagrange selbst hat zwar 
gesucht Kennzeichen anzugeben, vermittelst welcher man die Convergenz 
oder Divergenz beurtheilen könne: diese Kennzeichen sind aber schon ans dem 
Grande ungenügend, weil sie anf einer falschen Definition der Coavergenz 
beruhen. Lagrange nennt nemlich cou vergärend eine Reihe, deren Glie- 
der uuendlich klein werden, and er sucht daher nur zu bestimmen, ob die 
Reihen, welche die Wurzeln der Gleichungen auadrücken, diese Eigen- 
schaft haben, oder nicht. Es ist aber hinlänglich bekannt, dafs die Glieder 
einer Reihe unendlich klein werden können, während die Reihe dennoch 
dävergirt, das Keifst, während ihr Werth über alle Grenzeu hinaus wächst 
und also zur Berechnung untauglich ist. Hierzu kommt noch, dafs wenn 
man auch deu Werth einer Wurzel durch eine convergirende Reihe ge- 
funden bat, es doch äufserst schwierig ist, die verschiedenen Reihen, weiche 
verschiedene Wurzeln ansdrdeken, zu finden and von einander zu unter- 
scheiden; wie man es schon ans Lagrange’t Untersuchungen sehen kann, 
die sich nur auf algebraische Gleichungen beziehen. Auch darf nicht über- 
sehen werden, dafs es nicht möglich ist, auf diesem Wege die einzelnen 
Wurzeln allmäiig nach ihrer Gröfse zu finden; was doch ein wesentliches 
Erfordernifs einer taoglichen Auflösungsmethode ist, da es besonders bei 
den transcendenten Gleichungen in der Regel nur darauf ankommt, die 
kleinsten Warzein za kennen, ln dem besonderen Falle, wo man den Werth 
der Wurzeln schon beinahe kennt, kaun diese Methode allerdings oft mit 
Nutzen gebraucht werden, am genauere Werthe zu finden. 

3. Einen anderen Weg hat Cauchg eingescblagen #). Seine Me- 
thode beruht auf dem Verfahren, dessen sich Legendre bedient um einen 


•) Le^ons sur le calcui differeotiel ch. 14. 

**) Theorie des nombres T. 1. ad. 119. 
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$ 1 . Slern, über die Aufiotung der tronecendenlen Gleichungen. 

ersten Näheruugswerth einer imaginären Wurzel algebraischer oder transcen- 

denter Gleichungen zu finden. Ist nemlich die Gleichung Fx — 0 ge- 
geben, so setzt Legentlre x = a-\-ß/~ — 1 , wo a und ß beliebige reelle Zah- 
len sind, und substituirt diesen Werth in F(x ), so dafs F(a 4- ß /" — 1) = 
P-j- (>/"— 1 ist, wo P und Q wieder reelle Gröfsen sind. Ferner substituire 

inan diese Wertlie von x in - 5 — und cs sei unter dieser Voraussetzung — 

o x 0 vx 

— — 1. Nimmt man nun eine reelle oder imaginäre unbestimmte 

Gröfse w, die aber im Verhältnis zu ^(a’-J-ß 5 ) sehr klein ist, so hat man, 

wenn man x = a ß /" — 1 + w setzt und die höhereu Potenzen von u 

vernachlässigt, 

F(a-f ßv^-l+w) = P + Qf— l-j-cd(ilf+AV— 1)* 

l)a nun u willkürlich ist, so kann mau 

wCM + iV^— 1 ) = —n{P+Qf— 1 ) 
setzen, wo n ein achter Bruch ist. Mau bat also einen neuen Näherungs- 
werth 

Fix) = (l-„)(P-H?/‘_l) t 

welcher im Verhältuifs von 1 — n zu 1 kleiner ist als der frühere Nalie- 
rungswerth. Fährt man auf diese Weise fort, indem man wieder x um eine un- 
bestimmte reelle oder imaginäre Gröfse wachsen läfst, deren Werth man nach- 
her genauer bestimmt, so kann man sich dem wahren Werthe von x immer mehr 

d Fx 

nähern. Würde -j— durch die Substitution eines Werthes von x =a-f-ß/‘ — 1 

ö* F ot 

auf Null reducirt, so müfste man, statt dieser Function, die Function -^r x , 
betrachten und überhaupt inufs man sich, wenn mehrere der Functionen 
...• durch einen Werth x = a + ßf— 1 auf Null reducirt 

dx ’ <9x» ’ 

werden, an den ersten DiiTcrentiahiuotienten halten, der nicht Null wird. 
Auf diese Weise glaubt Legendre zu beweisen, dafs jede algebraische oder 

transeeudeule Gleichung eine Wurzel von der Form a + ß/ - — 1 hat, wo 
ß auch Null sein kann. Dieses Resultat ist aber nicht richtig, und es läfst sich 
auch leicht zeigen, dafs Legendre s Verfahren mit mehreren bedeutenden Irrthü- 
meru behaftet ist. Legendre selbst hat schon eine Mangelhaftigkeit desselben 
bemerkt ö ), welche darin besteht, dafs man den ersten Näherungswerth ganz 
willkürlich auuimmt, so dafs dieser hypothetische Werth vom wahren Werthe 


*) Thcor. des nombres cd. 3. T. U. p. 480. 
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bedeutend abweichen kann und man daher nothwendig sehr weiilauf- 
tige Rechnungen machen rnufs. Dies ist aber nur eine Unbequemlichkeit. 
Unrichtig ist es dagegen, dafs Legendre bei der Entwicklung voa 
F(a + ß /" — t) nur die zwei ersten Glieder berücksichtigt, die vermittelst 
der Taylor ' sehen Reihe gefunden werden, und den Rest ganz vernachläs- 
sigt Dieses Verfahren, welches der Neirfon’schen Approximationsmelhode 
ähnlich ist, leidet auch an demselben Fehler, indem die successiven Nähe- 
rungswerthe, statt gegen den wahren Werth za convergiren, aach diver- 
giren können, da mau Glieder vernachlässigt, deren Werth man nicht kennt 
Ferner kann es aber auch sein, dafs die Substitution von a-\-ß /~ — 1 für 
x einen der Diflferentialquotienten auf £ reducirt, und alsdann hört natür- 
lich die Brauchbarkeit des Verfahrens ganz anf. 

Diese Fehler hat Caxichy dadurch vermieden, dafs er nicht eine be- 
liebige Function F(x) betrachtet, sondern die Untersuchung auf Functionen 
beschränkt, welche nebst ihren sämmtlichen Diflerentialquotienten für alle 
endlichen reellen oder imaginären Werthe von x endlich und stetig bleiben, 
und unendlich grofs werden, wenn der Modulus der Veränderlichen x un- 
endlich grofs wird. Cauchy zeigt alsdann, wie mau bei solchen Functionen 
uach Legendre ’ s Verfahren unter gewissen Voraussetzungen Näherungs- 
werte finden und die Grenzen der begangenen Fehler bestimmeu kann. 
Mithin ist diese Methode keine allgemein gültige. Ich begnüge mich daher, 
uur Folgendes darüber zu bemerken. Vermittelst dieser Methode will man 
sowohl die imaginären als die reellen Wurzeln finden. Soll die Wurzel 
reell sein, so mufs der imaginäre Theil des gefundenen Werthes verschwin- 
den. Hat nun aber die Gleichung reelle Wurzelu und man hat durch fort- 
gesetzte Annäherung einen Werth a-f-0/ - — 1 gefunden, in welchem ß sehr 
klein ist, so kann man immer noch uicht wissen, ob ß eigentlich gleich 
Null und also eine reelle Wurzel der Gleichung = a ist, oder ob die 
Gleichung eine imaginäre Wurzel — 1 hat, in welcher ß sehr klein 

ist. Grade die reellen Wurzeln, welche vom wichtigsten Interesse sind, 
können also nach dieser Methode am wenigsten sicher gefunden werden. 

4. In der neuesten Zeit haben wir durch Fourier eine Methode 
zur Auflösung der algebraischen Gleichungen erhalten, welche, insofern 
man diese Auflösung auf die Bestimmung des Werthes der reellen Wurzeln 
und das Erkennen der imaginären einschräukt, vollkommen genügt. Fourier 
hat nun mehrfach die Behauptung ausgesprochen, dafs seine Methode nicht 
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auf <lie algebraischen Gleichungen beschränkt sei, sondern auch auf die 
transcendenten angewandt werden könne. Es sollte sogar das leider nicht 
erschienene fünfte Buch seines Werkes über die Gleichungen, wie wir aus 
dem Expost synoptique ersehen, diese Anwendung seiner Methode aus- 
führlich behandeln. Ich werde mich im Folgenden bemühen, mit Hülfe der 
Andeutungen, die Fourier au mehreren Orten, und besonders in dem er- 
wähnteu Expose gegeben hat, diesen Theil seines Werkes wieder herzu- 
stellen uud zu zeigen, wie mau vermittelst der Fourierscheu Methode die 
trausceodenteu Gleichungen vollständig aufiösen kann, nnd hoffe auf diese 
Weise der zweiten Anforderung der Societät d. W. Genüge zu leisten. 

II. Auflösung der transcendenten Gleichungen. 

5. Der Begriff der Wurzel einer algebraischen Gleichung kann 
auf zweierlei Arten erklärt werden, die ihrem Wesen nach identisch sind. 
Ist nemlich eine solche Gleichung 

1 . fix) = 0 . 

gegeben , so nennt man jeden Werth von x, der statt x in fx substituirt, 
diese Function auf Null reducirt, eine Wurzel der Gleichung (1.). Aufser- 
dem weifs man aber auch, dafs fix) das Product einer Anzahl einfacher 
reeller oder imaginärer Factoren ist, so dafs mau 

fix) = (x — «,)(x— Os)(x — a,) .... 
hat, wo a„ a,, a, .... reelle oder imaginäre Gröfsen sind. Da nun fix) 
uur danu den Werth Null annehmen kann, wenn einer dieser Factoren 
verschwindet und unter dieser Voraussetzung gleich Null wird, da das 
Product der übrigen Factoren immer eine endliche Gröfse bleibt, so 
kann man auch sagen: die Wurzeln der Gleichung fix) = 0 sind die 
W'orthe a l} a„ a 3 , ...., welche den einfachen Factoren von fix) ent- 
sprechen. Man kann daher auch behaupten, dafs der erste Tbeil einer 
algebraischen Gleichung dem Producte der einfachen Factoren gleich ist, 
die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen. Anders aber ist es bei den 
transcendenten Gleichungen. Für diese pafst nur die erste Definition des 
Begriffs der Wurzel und man mufs sagen: die Wurzel einer traoscenden- 
ten Gleichung / (x) = 0 ist jeder Werth von x, welcher fix) auf Nall re- 
ducirt. Weifs man nemlich, dafs fix) = (x — a)Fx ist, so folgt hieraus 
noch keinesweges, dafs a eine Wurzel der Gleichung fix) — 0 ist. Denn 
substituirt man statt x den Werth a, so wird zwar x — a sss 0, aber es 
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kann sein, dafs so gleicher Zeit F(a) a ca wird. Man hätte daher in di«£ 
aem Falle /■(«)» 0. io, welcher Ausdruck keinesweges immer »o «ein 
mofs. Mithin ist zwar hier *— -a ein einfacher Factor von f(x), aber 
dennoch ist a keine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, und es folgt hieraus, 
dafs bei den (ranscendenten Gleichungen keinesweges jeder einfache Factor 
des ersten Tlieils der Gleichung einer Wurzel entspricht, obwohl umge- 
kehrt jede Wurzel einem einfachen Factor. Ist z. B. die Gleichung ' 

tang* = 0 

gegeben, so kann man tang* als das Product der zwei Factoren sin x und 
sec. x anseben. Der Factor sin x ist nun bekanntlich <!»» Product einer 
unendlichen Anzahl einfacher Factoren , da • ; . 



*“* = -£)(»-£) •••• 




ist; und dieses Product wird Null, sobald mau einen der Factorea gleich 
Null setzt; das heilst, die Wurzeln der Gleichung 

* > - sin* = 0 ' . I i; ! , ' rj . t 


sind x = 0, x = t, x = 2t, x = 3a > , .... Diese Wurzeln sind zugleich 
Wurzeln der Gleichung tang* = 0; denn sobald sin* ==0 ist, ist sec.* ==1, 
also in diesem Falle taug* «=0.1 = 0. Dagegen sind die Wurzeln der Glei- 
chung sec. * = 0 keinesweges Wurzeln der Gleichung tang*=a Soll 

nemlicb sec.* oder Null werden, so mufs cos* unendlich grofe sein. 

So lange aber x eine reelle Gröfse ist, kann dies nicht sein, das helfet, 
die Gleichung sec.x = 0 hat keine reelle Wurzel. Setzt man dagegen 
x — Y + * V — 1 » wo y und z reelle Gröfsen sind , so ist cos x = 
4 (**+ cosy — i(«' — e~ x ) sin y /" — 1. Soll nun dieser Ausdruck unend- 
lich grofs werden, so muts * unendlich grofs sein. Io diesem Fglle hat 
man also , 


cos* = (cosy — siny/ - — 1). 

Nun ist aber, wenn man * = y-f-ar/' — i setzt, 


sin* sss «r») siny -f $ (e* — «-*) cosy^— 1 

und, wenn man e = oo setzt, : ■/ 

• 4*. , «M»* = («iny + cosy/" — l)t . ' 

also ist sin* = ae, wenn — = Q ist, das heilst: wenn man statt * eine 

■ • ’ • . It t 
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World der Gleichung sec.x = 0 snbstituirt, so wird tangx=iO.-x>; 'was 
nicht Dothweodig Noll ist. Auch siebt mau leicht, dafs unter diesen Um- 
ständen tangx wirklich einen anderen Werth als Null hat. Denn es ist 
in diesem Falle / 


'4 i%Jv 


tangx = ^ = •*dhJ ~rr r + Ä 

6 cosx cos 7 — am/ TT— 1 ,;x ' 


Das Product aller einfachen Factoren, welche den Warzein der Gleichung 
tangx = 0 entsprechen, giebt also keiuesweges taug x, sondern sin x. 


6, Es kann auch sein, dafs es transceadeut© Functionen giebt, 
welche durch keinen reellen oder imaginären Werth vön x auf Null re- 
ducirt werden können; wiewohl vielleicht noch keine solche Function bis 
jetzt bekannt ist. Iu diesem Falle würde also die Gleichung f(x ) = 0 gar 
keine Wurzel haben. Es giebt zwar viele, sowohl algebraische als tran»- 
cendeute Functionen, von welchen sich nachweisen Iäfst, dafs sie durch 
keinen endlichen reellen oder imaginären Werth von x auf Null redocirt 
werden können (dahin gehören die Functionen t x , dennoch aber 

darf aicht behauptet werden, dafs z. B. die Gleichung e* = 0 keine Wur- 
zel habe, indem sich vielmehr nachweisen lälst, dafs sie deren uneudlicb 
viele bat, die a&mmllich in der Fora x=x — oe enthalten sind. Es wäre 
aber offenbar eine Einseitigkeit, wenn man die unendlich grofsen Wertbe 
nicht als Wurzeln gelten lassen wollte; auch wird sich später zeigen (#. 31.), 
dafs die Betrachtung dieser Wurzeln in bestimmten Fällen durchaus notb- 
vmrilg Bt- Eben sO hat die Gleichung ©*'-*‘=0 eine unendliche Zahl 
roh Wurzeln, die sämmtlich in der Fora x*= — o©/" — 1 enthalten sind. 
Wenn Ich aber sage, dafs eine transceudente Gleichung f(x) = 0 gar keine 
Wurzeln hat, so verstehe ich darunter, dafs sie weder durch endliche noch 
durch unendliche WertHe auf Null reducirt werden kaun, und es ist bin 
jetzt nicht ausgemacht, ob solche Functionen vorhanden sein können 

oder nicht®*). 

,l.i '■ J- , v ■,■'’{ li« . ■ • 

V) Dafs tang x = V—l wird, wenn sec. xs=0 ist, hat bereits Founer ia einof 
Abhandlung bewiesen, die jedoch bis jetzt nicht erschienen ist Äian vergleich« Mim. 
de l’acad. d. ee. T. X. pag. 129. . f . 

ee\ Auch Feurier drückt sich darüber zweifelhaft amL indem er sagt (Fxpeed egnept. 
_ ja Mais e’il pouoait exister un facteur Fx qui ne ccsserart pomt davon uae 

valeur ftnie, quelque valcur reelle ou imagioaire qne i’oo atuibuät a *. 

j; i . . .It/.C ’ * * 
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Igt’tg ; 7. Ist mithin eine t ran scendent e F u n clion gegeben (sfr he i fse /T-» )> 
Uli man kennt alle wo llet oder imaginären Wurzeln der Gleichung fx — 0, 
»MwtifA ct, ß, y, ä , »«. urinhweiehui flotdi ^^iM Ifciiüe fniw , 

•. k’: .«! (i «Yi !_■ *A ;» wi** nbu ::r -v- *' *r "trieb 

J, ' -fft -V: : ■ \ ' : 1 -' . ilfi -I .! !"T> 

•Iler einfachen Factoren, welche den Wurzeln der Gleichung <P(«?)=0 

entsprechen, so kann es sein, dafa dieses Product nicht — fix) ist. ft 
kann nendich, wenn fx ■=. Qx-Fx ist, der Factor Fff. so beschaffen »eia, 
dafs er nur durch solche Werthe von * auf Null reducirt wird, die, in (fix 
suhstituirt, diese F unction auf oo, reduciren, so dafs dys Wurzeln, von Jfi». 
nicht zugleich Wurzeln vo a. fx sind; oder es kann auch Fx eine Function 
nein, die durch keinen reelleu oder imaginären* Werth von x auf Null ge- 
bracht wird 0 ). Läfst sich, dagegen die Function /> in einfache Factoren 
zerlegen, die den Wurzeln der Gleichung fx ^ 0 entspreche^,. so, dafs nuw^ 

fa x# (k— — y-) Jw. ' ‘ ; T‘ : 

bat und diese Fäetoren so beschaffen sind, dafs, wenn ntani einen derselben 
gleich Noll setzt und den daraus entspringenden Werth von x in die übri- 
gen Factoren suhstituirt, keiner 1 dieser übrigen Factoren 'unendlich grofs 
wird, so katm die Gleichung keine arideren Wurzeln als a, ß, y .... haben. 
Denn suhstituirt man statt X irgend einen anderen Werth’, so kann dieser 
keinen der Factoren, ans welchen /'«besteht, und also auch fx seihst nicht 
auf Null reduciren. 

& Das Anfsacheo der reellen Wurzeln einer transcendenten , wie 

einer algebraischen Gleichung, geschieht dadurch, dafs man Grenzen sucht,' 
zwischen welchen die einzelnen Wurzeln enthalten sind and dafs man diene 
Grenzen immer enger zuaammeuzieht. Eine algebraische Function fx iät 
aber immer eine contiuuirliche, das heilst, eine Function,, die nur um eia, 
anendlich Kleines wächst, wenn die Veränderliche x einen unendlich klei- 
nen Zuwachs erhält. Der Werth einer solchen Function kann daher nicht 
vom Positiven zum Negativen and umgekehrt übergeben, ohne dazwischen 
Null zu werden. Eine tranacendente Function fx dagegen kann auch eine 
discontinuirliche sein, das heilst, es können Greuzwerlhe von. 4 Vorkommen, 
die so beschaffen sind, dafs einem unendlich kleinen Zuwachse von x eia 

• , •) Ka versteht sich von seihst, data dos Product der den Wursrfn entsprechenden 

einfachen Factoren einer Gleichung A.fs — 0, wenn A ein« Conatsnte ist. nicht A.Jm, 
‘ neu fx werden kann. ’ 

*• 
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endlicher oder unendlich grofser Zuwachs von fx entspricht. Zwischen 
solchen zwei benachbarten Grenzwerlben, bei welchen die Continuität auf» 
hört, wird also die transceudente Function coutinuirlich sein. Sucht man 
daher die Wurzeln einer (ransceudenten Gleichung fx = 0, so mufs man zu- 
erst sehen, ob fx eine continuirliche oder eine disconlinuirliche Function ist. 
Diese Untersuchung gehört nicht ln das Gebiet der Theorie der Gleichun- 
gen. Dieselbe setzt sie vielmehr voraus. Ilat man gefunden, dafs fx eine 
discontinuirlichc Function ist, und kennt man die Grenztwerthe, bei welchen 
die Continuität aufhört, so betrachtet man, statt der Fnnction iiu Allgemei- 
nen, die einzelnen Theile derselben, welche zwischen je zwei Grenzwer- 
ten enthalten sind und sucht die in diesen Zwischenräumen enthaltenen 
Wurzeln. Insofern man daher voraussetzt, wie es im Folgenden immer 
geschieht, dafs man die in den transcendenten Gleichungen vorkommeuden 
Fnnctionen nur innerhalb der Grenzen betrachtet, zwischen welchen sie con- 
tinuirliche Gröfsen sind, gilt auch für diese Gleichungen folgender Lehrsatz. 

„Wenn die Gleichung fx = 0 gegeben ist, und man substituirt statt 
x die Werthe x, und x,, so werden, wenn fx, und fx t entgegengesetzte 
Zeichen haben, eine oder mehrere Wurzeln dieser Gleichung zwischen deu 
Grenzen x, und x, enthalten sein. Liegt keine reelle Wurzel der Glei- 
chung zwischen diesen Grcuzen, so haben fx, und fx 2 , gleiche Zeichen.” 

Der Beweis dieses Satzes ist bekannt und folgt unmittelbar aus dem 
Begriffe der Continuität. 

9. Ein anderer, ebenfalls bekannter Satz, von welcliem später häufig 
Gebrauch gemacht werden wird, ist folgender. 

„Wenn eiue Function fx, so wie auch ihre Differeutialquotienten 

^-5, 5~r’ zw ' so * ,eu den Grenzen x und x + a continuirliche 

, :!> Ulf. n .leibii u »onid/l ü ilhannj 

,;1 - /:i.\ no.. 

öx ’ 


Gröfsen sind, so hat man 


auia 


,, , , a.dfx , o» X+«Ö 

f{x + «) = fx +, j 


tau 


inow bi in 


n*+a) = r*+-. r 

etc. etc.', 


ö f cc ^ a 7 t^fx n* dff(x, x-j-o) 


... 3t dx 


+ • M W » 

r+ ^7 


dx * 


oil 


wo (xyx-^a) eine Gröfse bedeutet, die zwischen x nnd x + « enthalten 
ist» aber in den verschiedenen Gleichungeu verschiedene Werthe haben 
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kann. Den Beweis dieses Satzes findet man z. B. in Lagrange Lefoni 
sur le calc. des fonct. fep. 9. Kr gilt auch für den Fall, wenn fx eine 
continuirliche imaginäre Function ist. 

u. .*:• 10. Nach diesen Vorbereitungen will ich nun zuerst zeigen, wie 

man die Grenzen finden kann, zwischen welchen die reellen Wurzeln der 
transcendenten Gleichungen enthalten ' sind. Wiewohl ich die Untersuchun- 
gen Fourier’ s aber die Theorie der algebraischen Gleichungen als be- 
kannt. voraussetzen raufs, will ich doch zuerst, zur deutlicheren Einsicht, 
io de# Kürze das Verfahren audenten*' vermittelst dessen er die Grenzen 
der reellen Wurzeln findet. : • iu.it i 
‘*'it Ist eine algebraische Gleichung 1 

n fx s± s' + + «i** -1 + . . . • +a„ = 0 

gegeben, so bilde man die successiven Differenzialquotienten f'x, fx, 
fx , .... Der letzte Differentialquotient f'x ist eine coustante Gröfse. Nimmt 
man statt x irgend eine Zahl a und substituirt dieselbe in die Ausdrücke 
t! 'i . "n f?xy f~'x ,\ . . .'. fx, fx, 
so werden die sich hieraus ergebenden Werthe das Zeichen vou Positiv 
oder Negativ vor sich haben. Diese Zeichen schreibe man in der Ordnung, 
wie man sie erhält, neben einander, in eine horizontale Reihe, von der Linken 
zur Rechten fortgehend, und bezeichne die Reihe von Zeichen durch [ a J. 
Die Zeichenreihe [ — oc] wird nur Zeichenwechsel enthalten, die Zeichen- 
höhe [oo] nur Zeichenfolgen; und zwar verliert die Zeiehenreihe ihre Zei- 
ten Wechsel beim Uebergange von — oo zu oo allmälig, ohne jemals einen 
Zeichenwechsel, den sie verloren hat, wieder zu erhalten, oder neue zn 
bekommen. Sobald man nämlich statt x eine reelle Zahl a substituirt, 
welche fx auf Null reducirt, so verliert die Zeichenreihe einen Zeichen- 
wechsel, den sie nicht wieder erhält. Sie kann aber auch Zeichenwechsel 
dadurch verlieren, dafs einer oder mehrere der Differentialquolienten Null 
wird, ohne dafs fx Null wird. In diesem Falle verliert sie aber die 
Zeichenwechsel immer paarweise, und der Verlust eines jeden solchen 
Paares vou Zeichenwechseln deutet auf zwei imaginäre Wurzeln. Man 
besitzt nun Mittel, um zu unterscheiden, ob der Verlust der Zeichen- 
wechsel von reellen oder imaginären Wurzeln berührt. Rind daher a und 
ß zwei reelle Zahlen, ist ß > a und man findet, dafs [a] n Zeichen- 
wechsel mehr enthält als [ß], so werden zwischen den Grenzen a und ß 
n Wurzeln angedeutet und man kann alsdann untersuchen, ob und wie 
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viele reelle Wnrteln wirklich zwischen diesen Grenzen liegen, oder ohi 
der Verlust der Zeichenwechsel ganz oder tbeiiweise von imaginären 
Wurzeln herrührt. . 

II. Die besondere Eigentümlichkeit einer ganzen algebraischen 
Function fx besteht darin, dafe man durch fortgesetzte Differentiation zu- 
letzt zu einem Differentialquotienten kommt, der einen constanteu Werth» 
bat; und vermöge dieser Eigenthümlichkeit ist es möglich, jedesmal die An- 
zahl der Zetchen vrechsel iu den zwei Zeicheoreihen [a] and [ß] za be- 
stimmen and bieraas zu schliefeen, wie viel Wurzeln zwischen den Gren- 
zen a and ß enthalten sind. Bei den transcendenteü Functionen dagegen 
kann man die Differentiation in's Unendliche fortsetzen, und kommt nie za 
einem constanten Werthe.. . Eben deswegen kann man bei den transcerv- 
denten Gleichungen nicht ohne Weiteren bestimmen, wie viele reelle Wur- 
zeln zwischen zwei beliebig gewählten Grenzen enthalten sind, wenn auch 
die transcendente Function, welche den ersten TbeU der Gleichung bildet, 
zwischen diesen Grenzen continuirlich ist. Dennoch aber kann man auch 
bei diesen Gleichungen, auf ganz ähnliche Weise wie bei den algebraischen, 
alle reelle Wurzeln, die zwischen — <%> und oo enthalten sind, mit Bestimmt- 
heit entdecken, sobald man nur diesen Zwischenraum in kleinere Zwischen- 
räume theilt, die nach einem bestimmten Gesetze gebildet werden müssen. 
Mau kann nemlich für jede transcendente Function fx einen Differential- 
quotienten f'x finden, der so beschaffen ist, dafs er zwischen zwei Gren- 
zen a and ß sein Zeichen nicht ändert, dafs also die Gleichung f"x s=sO 
zwischen diesen Grenzen keine Wurzel bat; und dieser Differentialquotient 
spielt in Beziehung auf diese Grenzen dieselbe Rolle, wie der constante 
Differentialqnotient bei den algebraischen Gleichungen , indem man ver- 
mittelst desselben bestimmen kann, wie viele Wurzeln die transcendente 
Gleichung fx = 0 zwischen den Grenzen a und ß hat. Dafs mau wirk- 
lich jedesmal einen solchen Different ialquotieuteu finden kann, ist klar. 
Denn die gegebene Gleichung fx — 0 ist uothwendig eine bestimmte, das 
helfet, die Function fx ist von der Art, dafe man ans ihr für jeden Werth 7, 
den man statt x substituirt, den Werth von f(?f) mit Bestimmtheit fin- 
den kann, sei es nun, dafe man ihu genau angeben, oder iu beliebig 
enge Grenzeu einschlicfeeu kann« was z. B. der Fall ist, wenn fx eine 
•onvergirende Reibe ist. Wäre fx eine unbestimmte Function, so könnte 
natürlich von der Auflösung der Gleichung fx — O nicht die Rede sein. 


Digitized by Google 



1» Sttrm, ■ im 


Gltiohumgeiu 


16 


Kfl nässen mithin such die suocessiven Differentialquotieuteii von fx noth- 
wendig bestimmte Functionen sein. Man wird also aas «1er Natur irgend 
eines Differentialqnotienfen erkennen können, ob er für einen bestimmten 

Werth x = a , positiv oder negativ ist, und da dieser Differeuzialquoliciit, 
wie hier immer vorausgesetzt wird, zwischen bestimmten Grenzen eine 
coutinuirliche Gröfse ist, so wird mau immer einen Zuwachs $ von x be- 
stimmen können, so beschaffen, dafs der DifTereutialqnoticnt, welcher f"x 
beifsen mag, innerhalb der Grenzen x = a,, = immer dasselbe Zei- 

chen behält. Sobald diese Grenzen gefunden sind, kann man, auf dieselbe 
Weise wie bei den algebraischen Gleichungen, bestimmen, wie viele Wur- 
zeln die gegebene Gleichung zwischen diesen Grenzen hat. Es mufs nur 
eine Modification in Beziehung auf die Bildung der Zeichenreihen eintreteu. 
Bei den algebraischen Gleichungen bildet mau die Zeicheureihe, iudem man 
zuerst alle Differentialquoliculen, vom letzten anfangend, in eine Reihe 
schreibt, und alsdann statt x den Werth a substituirt. Die hieraus ent- 
springende Zeichenreihe wurde oben durch [a] bezeichnet. Bei den traus- 
ceudenten Gleichungen sucht mau zuerst einen Differentialquotieuten, der 
zwischen zwei Grenzen o und ß dasselbe Zeichen behält *). Schreibt 
mau diesen Differentialquolienten, und alle folgenden, nach der Ordnung iu 
eine horizontale Linie und substituirt alsdann statt x einen Werth a, der 
zwischen a und ß liegt, in alle diese Functionen, so erhält mau wieder 
eine Reihe von Zeichen, die im Allgemeinen theils positiv, theils negativ 
sein werden. Diese Zeichenreihe soll im Folgenden durch [a] bezeichnet 
werden. Ich werde auch zur Abkürzung die zwei Grenzen, zwischen 
welchen ein bestimmter Differentialquotient sein Zeichen nicht ändert, die 
bestimmenden Grenzen and diesen Difierentialquotienten den bestimmen- 
den nennen. 

lt. Liegt eine Zahle zwischen den bestimmenden Grenzen • and ß, 
so ist es einleuchtend, dafs «Be Zeichenreihe [aj mit der Zeichenreihe [a] 
identisch ist, bo lange nicht zwischen a und a eine Zahl liegt, die, statt x 
substituirt, eine oder mehrere der auf den bestimmenden Differentialquo- 
tienten folgenden Functionen auf Null reducirt. Denn eine Aenderang in 
der Zeichenreihe kann nur dadurch entstehen, dafs eine oder mehrere die* 


•) Es wird im Folgenden immer vonosgesetat, dafs ß, mit Rücksicht auf du 
Zeichen, immer gröber ist als o. 
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«er Functionen vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt, übergehen j 
und da vorausgesetzt wird, dato aüe Functionen zwischen den bestimmenden 
Grenzen continuirlich sind, so kann dieser Uebergang nicht Statt haben, 
■wenn die Functionen nicht durch den Werth Null geben. Man nehme da- 
her zuerst an, die Zahl a sei so beschaffen, data sie nur fx und keine der 
flbrigen Functionen auf Null reducirt, so dats also a eine Wurzel der Glei- 
chung fx ss 0 ist. Man setze iu allen Functionen statt x uach einander die 
drei Werthe a — da, a, a-\-da und schreibe die hierdurch entstehenden 
drei Zeichenreiheu £a — da], £e], [a-f 3a] auf drei horizontale Linien 
unter einander. Diese drei Zeichenreihen werden nur in Absicht auf das 
letzte Zeichen verschieden sein; denn da der Werth von da ganz unbe- 
stimmt ist und nach der Voraussetzung die Substitution von a für x nur 
fx auf Null reducirt, so kann man ihn immer so klein aunehmen, dafs keine 
der übrigen Functionen ihr Zeichen zwischen den Grenzen a—da und 
a-f.3a ändert. Es wird aber f{a + da) positiv oder negativ und f\a—da) 
negativ oder positiv sein, je nachdem fa positiv oder negativ ist. ist fa 

positiv, so bat man das Schema 

[a — da] =* ..*•+ — 

£«] ss .... -f- 0 > 

£a + dd\ s= . . . . -f- 4* 

Ist fa negativ, so hat man das Schema 

[a — 3«] si + • 

[a] =3 .... — 0 
. „ - [a d a] — ■ .... — * 

In beiden Fällen verliert also die Zeicbenreihe einen Zeichenwecbsel beim 
(Jebergange von a— 3a zu a+ 3a, sobald a eine Wurzel der Gleichung 
fx sss 0 ist. 

13 . Ist dagegen die zwischen den bestimmenden Grenzen enthaltene 
y- fti»! a so beschaffen, dafa sie eine der auf den bestimmenden Differentiai- 
quotienten folgenden FauctioneD, z. B. fx, und nur diese auf Null reducirt, 
•o werden auch in diesem Falle alle Zeichen der drei Reihen £a 3 a], 
fa] und £a-f3a] bezüglich gleich sein, bis auf dasjenige, welches durch 
die Substitution der drei Worlhe a — 3a, a und a + 3a in fx entsteht, und 
man hat aaher nur nölhig, die drei anf einander folgenden Functionen f+'x, 
fx, f~ x x zu betrachten, wenn man wissen will, wie sich die drei Rei- 
heo £a— 3a], £a] und £a + 3a] gegen einander verhalten. Die Function 
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f*(a—Ba) ist negativ oder positiv, die Function f*(a+dä) positiv oder 
negativ, je nachdem f^a positiv oder negativ ist. Die Fuaolion f*~'a 
kann aber ebenfalls positiv oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier 
verschiedene Combinationen. ' Sind nemlich /*" +, a und f*~ l a positiv, so hat 
man, wenn man nur die Zeichen der Functionen f'+'x, f"x, f"~ l x, 
schreibt: 

■ B flj — .... - ~ . 

L a J = .... + 0 4* •••• 

[a + Bä\ — .... •+• + -+■ .... 

Sind f n+l a und f*~ l a beide negativ, so hat man 

[a — Sa} = .... j .... 

£a] ss .... — 0 — .... 

[a-\-da] — .... .... 

Ist / ,,+l a negativ und f"~‘a positiv, so bat mau 

£a — Ba} = .... }- .... 

[a] = .... — 0 -f* .... 

[a-J-önJ = .... — *i — f- .... 

Ist f’+'a positiv und f n ~'a negativ, so hat mau 

[a — Ba} = .... -J .... 

[fl] — - • • • • -|- 0 ■ — .... 

[a-j- 3a] = .... -(- •{■ — .... 

In den zwei Fällen, wenn f" +l a uud f n ~ l a gleiche Zeichen haben, enthält 
also [a-j-3a] zwei Zeichen Wechsel weniger als [a — Ba}. In den zwei 
Fällen dagegen, wenn diese Functionen verschiedene Zeichen haben, ent- 
hält [a-fda] eben so viele Zeicbenwechsel als [ a — da}. 

14. Es ist noch der Fall Qbrig, wenn die Zahl a so beschaffen ist, 
dafe sie, statt x substituirt, mehrere auf einander folgende der zu betrach- 
tenden Functionen auf Null reducirt. Da indessen die Untersuchung diesen 
Falles ebenfalls ganz auf dieselbe Weise ausgeführt werden kann wie bei 
den algebraischen Gleichungen, für welche sie schon Fourier ausführlich an- 
gestellt hat, so will ich nur das Resultat hersetzen, wie es in Beziehung 
auf die transcendenten Gleichungen ausgesprochen werden mufs. Man nehme 
an, es sei eine zwischen den bestimmeudcn Grenzen a und ß liegende Zahl 
so beschaffen, dals sie, statt x substituirt, die i auf einander folgenden 
Functionen 

f*X, f^X, .... 
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auf Null reducirt, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist < eine gerade 
Zahl, so enthält [a-fda] die Zahl i von Zeichenwechseln weniger als 
[a — da]; ist aber * eine ungerade Zahl, so kommt es darauf an, ob / p * +1 a 
und f*~ l a gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im ersten Falle hat 
[a-J-da] s -J- 1 , im zweiten i — 1 Zeicbenwechsel weniger als {a—da\ 
Verschwinden nun durch die Substitution eines Werthes a von x, an ver- 
schiedenen Stellen verschiedene Gruppen von Functionen, so dafs die 
Anzahl der verschwindenden Functionen an einer Stelle », an einer ande- 
ren »' u. s. w. beträgt , so braucht man nur für jede Gruppe die Regeln in 
Anwendung zu bringen, die so eben für eine einzelne Gruppe gegeben worden 
sind und findet auf diese Weise die Totalsumme der Zeicbenwechsel, die 
[a-\-dd\ weniger enthält als [a — da}. 

15. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich deutlich, wie man die 
Zahl finden kann, welche angiebt, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung 
fx=0 zwischen den bestimmenden Greuzeu a und ß liegen können. 
So lange nemlich zwischen a und ß keine Zahl liegt, welche eine oder 
mehrere der zu betrachtenden Functionen auf Null reducirt, Bind die Zeichen- 
reihen [a] und [ß'J identisch. Diese Zeicheureiben können nur daun von 
einander verschieden seiu, wenn die Function fx, oder einer ihrer Differen- 
tialquotienten zwiscfaeu den Grenzen a uud ßNull wird. In diesem Falle 
mufs aber die Zeichenreibe [ß] immer weniger Zeichenwechsel als die 
Reihe [et] haben, iudem, wenn man deu Werth von x wachsen läfst, nur 
Zeichen Wechsel verschwinden, nie aber die verlorenen wieder erscheinen, 
oder neue hinzu kommen köunen. 

Liegen n reelle Wurzeln zwischen ct und ß, so mufs [ß] wenigstens 
n Zeicbenwechsel weniger als [a] enthalten. Denn bezeichnet man die 
WurzelB, nach ihrer Gröfse geordnet, durch a„ o,, o, ...., so hat [a,+ öa,] 
wenigstens eiuen Zeichenwechsel weniger als [»]} ebenso [a, + 3a,] we- 
nigstens einen Zeichenwechsel weniger als + u. s. w. 

Umgekehrt darf mau aber aus dem Umstande , dafs [ßj die Zahl n 
von Zeicbenwechseln weniger enthält als [a] , nicht schliefsen, dafs zwischen 
a uud ß wirklich n reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der 
Zeichen auch daraus entstehen kann, dafs einer oder mehrere der Differen- 
tialquotienten von fx durch die Substitution eines zwischen a uud ß liegen- 
den Werthes auf Null reducirt werden, ohne dafs dies bei fx der Fall wäre. 
Soviel aber ist gewifs, dafs, weun n eine ungerade Zahl ist, zwischen a 


Digitized by Google 


1 . Stern, über die Auflotung der iranseendenten Gleichungen. 19 

and ß wenigstens eine reelle Wurzel liegt, weil, wenn einer oder mehrere 
der Differentialquotienten Null werden, entweder gar kein Zeichenwecbsel, 
oder eine gerade Zahl von Zeichenwechseln verschwindet. 

r 

IG. Der Zweifel, ob der Verlust der Zeichenwechsel anf reelle 
Wurzeln deute, die zwischen den bestimmenden Grenzen a und ß enthalten 
sind, oder ob er davon herrähre, dafs einer oder mehrere der Differential- 
quotienten zwischen diesen Grenzen Null werden, kann bei den transcen- 
denten Gleichungen durch dieselbe Regel gelöset werden, die Fourier für 
den ähnlichen Fall bei den algebraischen Gleichungen gegeben hat. Ich 
werde hier aber um so lieber einen analytischen Beweis hersetzen, der 
auf die transceudenten und algebraischen Gleichungen zugleich anwendbar 
ist, als Fourier diese Regel durch geometrische Betrachtungen erwiesen hat. 

Man betrachte zuerst den Fall, wenn [a] nur zwei Zeichenwecbsel 
mehr als [ß] hat, und setze zugleich voraus, dafs dieser Unterschied sich 
erst in den zwei letzten Zeichen jeder Reihe zeigt, so dafs die vorher- 
gehenden, sich entsprechenden Zeichen in beiden Reiben dieselben sind, so 
ist ein doppeltes Schema möglich. Entweder ist 

[a] = .... H 1- 

[ß] = • • • • + + + 

oder 

[a] = .... h — 

[3] = 

In beiden Fällen hat fx=:0 keine Wurzel, die zwischen a und (3 ent- 
halten ist, weil, sobald man die zwei letzten Zeichen vernachlässigt, die 
Zeicheureibe [a] nicht mehr Zeichenwecbsel hat als die Zeicbenreibe [0]. 
Man kann daher f*x als die bestimmende Function aunebmen. Dagegen 
hat f'x = 0 eine Wurzel zwischeu diesen Grenzen und es entsteht non 
die Frage ob fx — O zwei reelle Wurzeln oder keine zwischen diesen 
Grenzen habe. Es wird hierbei vorausgesetzt, dafs man sich schon ver- 
sichert hat, die Gleichung fx — 0 habe nicht zwei gleiche Wurzeln zwi- 
schen a und ß, das beifst, dafs man untersucht hat, ob fx und f'x einen 
gemeinschaftlichen Factor haben und ob dieser gemeinschaftliche Factor, 
wenn er exislirt, eine Wurzel zwischen a und ß habe. 

Man betrachte zunächst das erste Schema. Man sieht sogleich, dafs, 
wenn a die W'urzel der Gleichung f l x = 0 ist, die zwischen a nnd ß liegt, 

alsdann die Zeichenreihe [a] mit -f-0— - scbliefsen mufs, sobald zwischen 

1 30 
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a und ß zwei reelle Wurzeln der Gleichung fx=.Q liegen sollen, weil 
in dem anderen Falle, der hier noch möglich ist, wenn nemlich [a] mit 
+ 0+ schliefst, hieraus von selbst das Nichtvorbaudeuseiu der reellen 
Wnrzeln folgt. Denn im letzteren Falle hätte man 

[s 3 ö] s •••• 

[a + 3a] =a .... + + + 

Die zwei Zeichenweclisel würden also zwischen den Grenzen a — Sa und 
a + Sa, zwischen welchen nach der Voraussetzung keine reelle Wurzel 
der Gleichung fx = 0 liegt, verloren geben. Mithin mufs man, wenn die 
zwei reellen Wurzeln vorhanden sind, nothwendig folgendes Schema haben: 

[a] = .... -j [* 

[a — Sa] o .... 4 — 

[o ^ fl] !== ... . . ■]■ — “ 

IßJ ='•••• + + + 

und es ist eine reelle Wurzel zwischen <z und a — Sa, die andere zwischen 
a-\-Sa und ß enthalten. Es sei die kleinere Wurzel x,*=a.-\-b, die größere 
x = ß — b'. Hieraus folgt (9) 

f(ct-\-b) = fa-t-bf (o,a-fJ) = /’ct + O r i — a)/' / (a,a + Ä) s= 0 


oder 


x, = a- 


/« 


/'(«.“+*)* 

Auf dieselbe Weise findet man 

x - ß fl 

~ P f‘(ß-b>,ß)' 


Da fx zwischen den Grenzen a und ß continuirlich ist, so bleibt der 
Werth dieser Function negativ, so lange man für x eine Zahl substituirt, 
die zwischen a und a liegt; und zwar wird der numerische Werth der 
Function kleiner, je näher die statt x substituirte Zahl dem Werthe a kommt. 
Aus demselben Grunde bleibt f‘x positiv, so lange man statt x eine Zahl 
substituirt, die zwischen a und ß liegt, und der Werth dieser Function 
wächst, je mehr sich die statt x substituirte Zahl dem Werthe ß nähert. 
Es ist also (ohne Rücksicht auf das Zeichen) 

f'(a,a + b)<Zf'a 

f'(ß-b',ßxrß , 

folglich 


ar,> o — 

X t <ß— 


f a 

/'« 

II 

f'ß’ 
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n 


und ms so mehr 


J V. , 

fß 


da x, kleiner als x, ist, das keifst, es mufs 


Bi I. 


sein. 


fß , /« _ 


Dasselbe Resultat findet man aas dem zweiten Schema, wenn man 
bedenkt, dafs in diesem Falle die Zeichenreihe [a] mit des Zeichen — 0 + 
scldiefsen mufs, wenn a dje zwischen c. and ß liegende Warze! der Glei- 
chung fx = 0 aasdrückt. Man hat daher folgende Regel. Soll die Gleichung 
/ar = ü unter den erwähnten Umständen zwei reelle Wurzeln haben, die 

zwischen a und ß liegen, so mofs die Summe der Quotienten ß£, z /ßä 

kleiner sein als der Unterschied der Grenzen; im entgegengesetzten Falle 
kann man mH Sicherheit annehmen, dafs zwischen den erwähnten Grenzen 
keine Wurzel liegt. Ist aber diese Summe wirklich kleiner als ß — a, so 
folgt daraus noch nicht, dafs die zwei reellen Wurzela wirklich vorhanden 
sind, sondern man sieht daraus nur, dafs die Grenzen nicht eng genug 
gezogen sind. Iu diesem Falle substituire mau statt x eine zwischen a 
and ß liegende Zahl c. Hat fc nicht dasselbe Zeichen wie f a uud fß, so 
folgt daraus, dafs eine reelle Wurzel zwischen a und c, die andere zwi- 
schen e und ß liegt. Hat aber fc dasselbe Zeichen, so sehe man ob f'c 
in Absicht auf das Zeichen mit f'a oder fß übereinstimmt. Man nenne d 
diejenige der Zahlen a und ß, die, in f'x substituirt, ein Resultat giebt, des- 
sen Zeichen dem von fc entgegengesetzt ist Die zwei möglicherweise 
vorhandenen Wurzeln müssen also zwischen c und 3 liegen. Man wende 
daher auf diese Grenzen dasselbe Verfahren an, welches früher bei den 
Grenzen a und ß angewandt w’urde. Fährt man auf diese Weise fort, so 
findet man zuletzt, eutweder dafs keine reelle Wurzel zwischen den Gren- 
zen a und ß liegt, oder man gelangt dahin, die Wurzeln zu trennen. 

Bisher ward fx als die bestimmende Function angenommen. Nähme 
man aber einen höheren DHTerentialquoiienten zur bestimmenden Function, 
so könnte es sein, dafs der Unterschied der Zwischen Wechsel in den Rei- 
hen £aj und [ß] gröfser als 2 wäre; auch könnte sich dieser Unterschied 
früher als bei den zwei letzten Zeichen zeigen. Da indessen schon Fourier 
ausführlich gezeigt hat, dafs auch in diesen Fällen dieselbe Regel hiu- 
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reicht, um das Vorhandensein oder die Abwesenheit der reellen Wurzeln 
zu erkennen, und dieselben Betrachtungen ohne irgend eine Aenderuug 
auch für die Wurzeln eiuer transcendenteu Gleichung gelten, die zwischen 
deu bestimmenden Grenzen a und ß angedeutet werden, «o balle ich es 
für überflüssig, diese Betrachtungen zu wiederholen. 

17. Durch das Vorhergehende ist die Frage, wie mau die Grenzen 
finden kann, zwischen welchen die einzelnen reellen Wurzeln enthalten 
siud, erledigt. Es kommt blofs darauf an, dafs man deu Zwischenraum 
von — x zu og in Unterabtheilungen tbeilt, so dafs för jede solche Unter» 
abtheilung irgend ein Differentialquotieut zwischen den Grenzen, die diese 
Unterabteilung einschliefsen , dasselbe Zeichen behält; alsdann findet man, 
wie viele Wnrzelu zwischen diesen Grenzen liegen. Dies Verfahren wird 
durch die folgenden Beispiele noch deutlicher werden. Ich will nur noch 
eine Bemerkung hier auknüpfen. Da eine algebraische Gleichung vom mten 
Grade immer das Product von m einfachen Factoreu lat, die den m reellen 
oder imaginären Wurzeln entsprechen, so kann man aus dem Verluste der 
Zeichenwechsel , die nicht reellen Wurzelu der Gleichung eutsprecheu, 
schliefseu, dafs die Gleichung eben so viel imaginäre Wurzeln hat, ats sie 
solcher Zeichenwechsel verliert Denn da die Zeichenreihe überhaupt zwi- 
schen den Grenzen — oo und o© immer m Zeichenwechsel verliert und 
jeder reellen Wurzel der Verlust eines Zeichen weclisels entspricht, so folgt 
daraus, dafs die Zeichenwechsel, welche nicht wegen reeller Wurzeln ver- 
loren gehen, eben so viele imaginäre Wurzeln audeuten. Dieser Schlafs 
ist aber auf die transceudeuten Gleichungen im Allgemeinen nicht anwend- 
bar. Denn, wie früher bewiesen wurde, bestehen diese Gleichungen nicht 
immer aus Producteu einfacher Factoreu, die deu Wurzeln der Gleichung 
entsprechen. Wenn man daher findet, dafs zwischen deu zwei bestimmen- 
den Grenzen a und ß mehre Zeichen Wechsel verloren gehen ab reelle 
Wurzeln zwischen diesen Grenze« enthalten sind, so folgt daraus noch 
nicht, dafs die Gleichung imagiuäre Wurzeln hat. 

18. Sobald eiumal die reellen Wurzelu getrennt sind, so geht die 
genauere Berechuuug ihrer Wertbe ohne allen Unterschied, auf dieselbe 
Weise fort, wie bei den algebraischen Gleichungen. W r endet man die ver- 
besserte New torische Nährruugsinetliode au, wie inan sie bei Fourier fin- 
det, so mufs man von dem in (9.) gegebenen Satze Gebrauch macheu, uud 
verfährt auf dieselbe Webe, wie Fourier im zweiten Buche seines Werkes 
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aber die Gleichungen- Ich kann daher wieder nur auf dieses Werk ver- 
weisen and will blofs in der Kürze die Hegeln der Berechnung zusammea- 
stellen , damit ihre Anwendung auf die Lösung einzelner Gleichungen, die 
später folgen soll, deutlicher werde. 

Man zieht zuerst die Grenzen so eng zusammen, dafs nur eine 
Wurzel der Gleichung fa r = 0 und keine Wurzel der Gleichungen f'x — 0, 
f'x sas 0 zwischen denselben enthalten ist. Es ist immer möglich, so enge 
Grenzen zu ziehen, sobald die Functionen f'x und f x nicht einen ge- 
meinschaftlichen Factor mit fx haben; im entgegengesetzten Falle mflbte 
man erst diesen Factor suchen und absondern. Sind diese Grenzen gefun- 
den und nennt man die kleinere a, die gröbere ß, so bemerke man, welche 
derselben so beschaffen ist, dafs sie, statt x in fx und fx substituirt, 
diesen Fnnctionen gleiche Zeichen giebt: diese Grenze heifse die äufsere. 
Man bezeichne sie durch d, so sind 




zwei neue Näherungswerte von x, und zwar liegt der erste zwischen a 
und x , der zweite zwischen x und ß. Mit diesen neuen Näherungswerten 
kann man wieder wie mit a und ß verfahren und daraus zwei andere Nähe- 
rungswerte herleiten , die der Wurzel noch näher liegen, und dieses Ver- 
fahren lälat sich so weit man will fortsetzen. Man wird aber diese zwei Gren- 
zen nicht jedesmal zu berechnen, sondern nur folgende Hegel zn beobachten 
haben. Man ziehe zuerst die Grenzen a und ß so eng zusammen, dafs sie nur 
um eine Dechnal - Einheit verschieden sind: ihr Unterschied sei (Vs)'* Man 
nehme alsdann diejenige der Gröfsen f'a und fß, deren numerischer 
Wert der gröfste ist, und dividire ihn durch diejenige der Groben 2/’ , a, 
2fß, die den kleinsten Zahlenwerth hat. Es sei (-jV)* die Decimal -Einheit, 
welche unmittelbar gröber ist als dieser Quotient Man untersuche nun 
ob • gleich 1 — k, oder gröber als diese Zahl ist. Ist n< 1 — k, so mufo 
mau die Grenzen enger zusammenzieheu, bis die Bedingung 1 — A er- 

füllt ist. Man nehme alsdann, wenn ß die äufsere Grenze ist, den Quotien- 
ten jfß und entwickele ihn bis zur 2 n -j- k'*‘ Decimalstelie einschliefslich. 

Die letzte Stelle des Quotienten vermehre man um eine Einheit und addire 
den so gefundenen Werth zur Grenze ß, oder ziehe ihn davon ab, je nach- 
dem fß und fß verschiedene oder gleiche Zeichen haben. Der so enl- 
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stellende nene Näbernngswerth ß' kann gröfeer oder kleiner als dieWnr- 
»el sein; was man leicht erfahrt, wenn man ß' statt * in fx substituirt. 

In jedem Falle aber ist ß' von x um eine Gröfsc verschieden, die weniger 
als ( 1 1 a )” ,+lk beträgt. Wenn man daher die letzte Decimalstelle iin Werthe 
von ß' um eine Einheit vermehrt oder vermindert, so findet man eine zweite 
Grenze, die kleiner oder gröfser als die Wurzel ist, je nachdem ß' grö- 
fser oder kleiner als diese ist. Mit diesen neuen Grenzen verfahre man 
wieder wie mit deu vorhergehenden, so erhält man allmälig Resultate, die 
bis auf die Dccimalstelleu vom Bange 2 n-\-k, 4» + 3 Ar, 8»-j-7A u. s. w. 
genau sind. 

. 

III. Beispiele. 

19. Ich werde nun, theils nm das Vorhergehende zu erläutern, thcils 
um der dritten Anforderung der Societät Genüge zu leisten, die Werthe 
einiger Wurzeln verschiedener transceudenter Gleichungen berechnen , und 
will nur noch eine allgemeine Bemerkung machen. Im Allgemeinen stellt 
es frei, irgend einen beliebigen Differentialquotienleu als bestimmende Func- 
tion zu nehmen, sobald man Grenzen kennt, zwischen welchen er beständig 
dasselbe Zeichen behält. In der Regel wird es aber am zweckmäfsigstea 
sein, die Greuzen zu suchen, zwischen welchen f"x dasselbe Zeicheu be- 
hält, * da gewöhnlich die Differentialquotienten einer transcendenten Function 
desto verwickelter werden, je weiter man die Differentiation fortsetzt, es 
also auch schwerer sein wird, die Greuzen zu bestimmen, zwischen welchen 
eine solche Function dasselbe Zeichen behält. Besteht aber der erste Theil, 
der Gleichung theils aus transcendenten, theils aus algebraischen Functionen, 
so wird es häufig nützlich sein, die Differentiation so weit fortzusetzen, bis 
die algebraischen Functionen verschwunden sind. Hätte man z. B. die 

Gleichung T „ 

fx = sina + ^ar 1 — 4 a?’ + 3# — 6 — 0, 

so würde man viermal zu differentiiren haben. Dies giebt f*x = Biax, und 

man nimmt alsdann sina? als bestimmende Function. 

80. In Beziehung auf die Schwierigkeit, welche die Auflösung der 
transcendenten Gleichungen im Verhältuifs zu der der algebraischen Glei- 
chungen macht, kann man die transcendenten Gleichungen in verschiedene 
Classen eintheilen. 
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Am leichtesten sind offenbar diejenigen Gleichungen aufzulösen, deren 
einzelne Glieder nur ganze oder gebrochene Potenzen einer und derselben 
transcendentenFunction enthalten. Solche Gleichungen sind z.B. die folgenden: 
1. -A(sinx)“-l- 2?(sinx/-}- C (sin xj^ Af (sin x)* •*) = 0, 

2. Ae-'+BeP + Cer' + ....01*-' = 0 , 

wo A, B, C, .... M bestimmte Zahlen und a, ß, y ebenfalls reelle, ganze 
oder gebrochene Zahlen sind. Solche Gleichungen kann man nemlich un- 
mittelbar auf algebraische bringen. Man braucht nur statt sinx in der ersten 
oder statt et in der zweiten Gleichung eine neue unbekannte Gröfee, etwa y 
zu setzen, so gehen die Gleichungen in folgende Gleichung über: 

3 . Ay* + Byl‘+Cyr-\..,..My>‘ = 0 . 

Dasselbe ist der Fall bei der Gleichung 

4. Aa? + Bb* + Cc*+ .... + Mm* = 0, 
wo A, B, C, .... beliebige Zahlen und a, b , c, .... positive Zahlen sind. 
Man braucht nur a =■ e", b=ze ß , c = «r .... zu setzen, so geht die Glei- 
chung (4.) in die Gleichung (2.) über. Sind die Exponenten a, ß, y, .... 
in der Gleichung (3.) ganze positive Zahlen, so ist die Gleichung eine ge- 
wöhnliche algebraische. Sind aber einige dieser Exponenten negative oder 
gebrochene Zahlen, so bat man nicht nöthig, wie es gewöhnlich in sol- 
chen Fällen geschieht, diese Exponenten durch Potenziiren wegzuschaffen, 
sondern man kann sie unmittelbar nach denselben Regeln behandeln, welche 
Fourier für die gewöhnlichen algebraischen Gleichungen gegeben hat Da 
hierüber Sturm schon eine Abhandlung geschrieben hat, die vielleicht be- 
reits gedruckt ist, so werde ich mich nicht länger bei diesem Gegenstände 
aufhalten und verweise auf dessen Bemerkungen 

21. Zunächst lasse ich die transcendenten Gleichungen folgen, bei 
welchen sich zwar der erste Theil der Gleichung selbst nicht auf eine 
algebraische Function zurückführen läfst, aber die säramtlichen Differeutial- 
quotienteu algebraische Functionen sind. Dies ist der Fall, wenn in der 
Gleichung die Functionen logx, arcsinx, arccosx, arctangx etc. Vorkom- 
men. Eine solche Gleichung ist z. B. 

x log x — 100 = 0, 

welche Euler behandelt hat ##). Hier ist, wenn man die natürlichen Loga- 


*) Bulletin des Sciences par FVrussac, Sect L T. IL 1829. 

•*) Instit calc. differ. Tom. IL §. 243. 

Crelle's Journal d. M. Bd. XXIL Efl. 1 . 4 


• Digitized by Google 


86 


1 . Stern, über die Auflösung der Irantcsndenten Gleichungen. 


rithmen an wendet, 

fx — xlogx — 100 , 

f l x = Ioga?+l> 



Da f*x zwischen den Grenzen x — 0 and x — oo positiv ist, so nehme 
man diese Function zwischen diesen Grenzen als die bestimmende an. Da 
x und logx fortwährend wachsen, so folgt, dafs zwischen diesen Grenzen 
nur eine Wurzel der Gleichung fx = 0 liegen kann. Setzt man x = 3, 
und dann ar = 4, so findet man 



+ — 

2,098.... 0,3093.... 

+ + 


2,386.... 0,940.... 


Es liegt also die Wurzel zwischen 3 und 4. Nun ist 4 — 3 = and 
27 ^ 59 g — 0,07, also (nach g. 18.) 

k = 1 , n — 0, 

mithin n = 1 — k. Die Grenzen sind also eng genug zur nähernden Berech- 

fß 0 940 

nuug gezogen. Die äufsere Grenze ist hier 4, mithin und da 

2 n-|-ft= 3 l ist, so mufs die Division bis zur ersten Decimalstelle aus- 
geführt werden : also ist = 0,3 und mithin der erile A ' üherungsvoerth 
= 4—0,4=» 3,6. 


Substituirt man in fx statt x den Werth 3,6, so erhält man ein 
positives Resultat. Der Werth 3,6 ist also zu grofs, und die Wurzel liegt 
zwischen 3,5 und 3,6. Nun ist n = 1 , also 2n-f- k = 3. Da 3,6 die 

äufsere Grenze ist, so hat man = 2^93 " ‘ — 0,002 ; also ist der 

weite Nüherungswerth 3,6 — 0,003 = 3,597 bis auf genau. Da f( 3,597) 

negativ ist, so liegt die Wurzel zwischen 3,597 und 3,598, und da 3,598 

die äufsere Grenze ist, so hat man = ^^^ 37^3 > welcher Quotient 

bis zur 7ten Decimalstelle entwickelt werden mofs, indem 2n-f-)fc= 7 ist. 
Dies giebt 0,0007149; also ist der dritte Näherungswerth 3,598 — 0,000715 
= 3,597285 bis auf (^J 7 genau, und zwar liegt der Werth zwischen 3,5972850 
und 3,5972851. Euler findet 3,5972852. 
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9t. Ich werde non einige Gleichungen abhandeln, für welche die 
Differentialquotienten ebenfalls transceudente Gröfsen sind, jedoch vou der Art, 
da£s die numerischen Werthe der darin vorkommenden transcendenten Functio- 
nen bereits in Tafeln berechnet sind. Hierher gehören zunächst die tri- 
gonometrischen Functionen. Es sei also z. B. die Gleichung 

fx = X C08* = 0 

gegeben, welche Euler ebenfalls behandelt hat *). Eis ist eiuleuchtend, 
dafs diese Gleichung nur eine reelle Wurzel haben kann. Nun ist 

fx = 1 -f- sin*, 
f'x = cos*. 

Da cos je zwischen den Grenzen jr = 0, x — 90" immer positiv ist, so kann 
f'x zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function angenommen wer- 
den; x — cosx ist aber negativ, wenu man x = 0 setzt, und positiv, wenn 
mau x = 90“ setzt, woraus schon folgt, dafs eine Wurzel der Gleichung 
x — cos* = 0 zwischen diesen Grenzen eutbalten ist. Zieht man die Gren- 
zen enger zusammen und nimmt als solche zuerst * = 0,7, * = 0,8, so 
findet man 

[0,7] = + + - 

0,764.... 1,644.... 0,064.... 

[ 0 , 8 ] =+ + + 

0,696.... 1,717.... 0,103.... 

Hier ist = 0,2 also k = 0; auch ist m = l; mithin sind die Gren- 

zen eng genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist * = 0,8, 
und da 2n-f-A = 2 ist, so entwickele man Yf[f bi» zur zweiten 

Decimalstelle. ' Dies giebt 0,0G: also ist der erste Näherungswerts 
= 0,8 — 0,07 = 0,73 bis auf (^V) 1 genau. Substituirt man diesen Werth 
statt *, so findet man, dafs er zu klein ist; der Werth von * liegt also 

zwischen 0,73 und 0,74 und man hat jrjjr^ = y ^ 531 , welcher Quotient 

bis auf die vierte Decimalstelle entwickelt werden mufs. Dies giebt 0,0009; 
also ist der zweite Näherungswerth 0,74 — 0,001 = 0,739 bis auf 
genau. Durch Substitution dieses Wierthes statt * findet man, dafs die 
Wurzel zwischen 0,739 und 0,7391 liegt Der nächste Quotient mufs bis 

auf die 8te Decimalstelle berechnet werden. Dies giebt = 

•) Introd. in anaL infinit. L. U §. 531. 

4 « 
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° ,< f67362 87 ~ — 0,00001487; also ist der dritte Näherungswerth 0,7391 


—0,00001488 = 0,73908512 bis auf (*)* genau. Euler findet 0,7390847. 


23. Es sei ferner die Gleichung 

x — tangx = 0 

gegeben, welche in der Theorie der Schwingungen elastischer Körper und 
in der Theorie der Wärme vorkommt. Statt dieser Gleichung kaun man auch 

schreiben — - 8 — — = 0, uud man kann hier wieder wie früher be- 
weisen, dafs die Wurzeln der Gleichung = 0 nicht Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung sind. (Vergl. §. 5.) Man braucht daher nur die Glei- 
chung x cos jr — sinx = 0 zu betrachten. Da diese Gleichung unverändert 
bleibt, wenn mau — x statt x setzt, so folgt, dafs jeder positiven Wurzel <z 
eine negative — a entspricht. Man kraucht daher nur die positiven Wurzclu 
zu suchen. Es ist 

f x = xcosx — sinx, 
f'x — — x sinx, 
f"x = — (x cos x + sin x). 

Die kleinste W r urzel ist x = 0. Bezeichnet man durch w ein Unendlich -Klei- 
nes, so ist klar, dafs f“x zwischen den Grenzen x = c*> und x = 90 
immer negativ ist. Mau hat also 

[«] 

[90°] = 

Zwischen diesen Grenzen liegt mithin keine Wurzel. Es ist ferner ein- 
leuchtend, dafs keine Wurzel zwischen den Grenzen x = 90° und x = 18CT 
enthalten ist, da cosx zwischen diesen Grenzen immer negativ uud sinx 
immer positiv ist. Zwischen den Grenzen x= 180P und x = 270" ist f"x 
immer positiv, uud kann daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende 
Function augenommen werden. Nun findet man 

[180> + w] = + + — 

[27tf>] = + + + } 

also hat die Zeichenreibe [180 + w] einen Zeichenwechsel mehr als die 
Zeichenreihe [270PJ, und es liegt daher eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. 
Zieht man die Grenzen enger zusammen, so ergiebt sich, dafs die Wurzel 
zwischen x = 4,4 uud x = 4,5 liegt, und zwar ist 
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t 14*4] «sa + •• + — 

2,3 4,187.... 0,4006..., 

. [4>5] = + + + 

1,92 4,398885 0,028949 

2 3 J . / ... 

Nun ist g ^ = 0,2, also k = 0; ferner ist n = 1 ; mithin sind die Grenzen eng 

genng zur nähernden Berechnung. Die änfsere Grenze ist 4,5. Man mufs 
0 028 

also den Quotienten bis auf die zweite Decimalstelle entwickeln. 

Dies giebt 0,00. Mithin ist der erste Näheruugswerth 4,5 — 0,01 = 4,49. 

Da f( 4,49) negativ ist, so folgt hieraus, dafs die Wurzel zwischen 4,49 und 

4,5 enthalten ist Nun ist 4,5 die äußrere Grenze, und der Quotient , 

^lOyoööd 

auf vier Decimalstellen entwickelt, giebt 0,0065 5 also ist der zweite Nähe- 
rungswerth 4,5 — 0,0066 = 4,4934. Dieser Werth ist zu kleiu; also liegt die 

Wurzel zwischen 4,4934 und 4,4935. Der Quotient 

auf 8 Decimalstellen entwickelt, giebt 0,00009035 : also ist der dritte Nähe- 
rungswerth 4,4935 — 0,00009036 = 4,49340964 bis auf (fgf genau, ln 
Bogen - Einheiten ausgedrückt, giebt dieses 257° 27' 12", 268. Euler findet 
den Näherungswerth 257° 27' 12" =4,49340834*). Man kann aber vermittelst , 
der £u/«rgchen Methode den Werth noch genauer finden, wenn man alle 
Glieder der Beihe, die er zur Berechnung anwendet und welche noch auf 
die achte Decimalstelle Einfluß haben, berücksichtigt. Mau findet alsdann, nahe 
mit unserem Resultate zusammeutreffend, den Werth 4,49340968. Poisson 
findet **) 4,49331 , welcher Werth schon in der vierten Decimalstelle un- 
genau ist und wahrscheinlich 4,49341 heifsen soll. 

Auf dieselbe Weise, wie hier die kleinste positive Wurzel gefunden 
wurde, können nun auch die übrigen Wurzeln berechnet werden. Es ist 
aber einleuchtend, dafs es unendlich viele solche Wurzeln giebt und dafs 
die nte Wurzel zwischen den Grenzen mr und (»+!)*■ enthalten ist, wo n 
die halbe Peripherie bedeutet. 

Bemerkenswerth ist auch die Art, wie Euler durch Umkehrung der 
Reihen Näherungswerte für jede nte Wurzel findet, die desto genauer sind, 

*) Introd. in anal, infinit. L. EL §. 539. 

**) Mem. de l’acad. des scienccs T. VtH. p. 420. Als Werth der zweiten Wur- 
zel giebt Poisttm 7,73747, was schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist, indem 
der wahre Werth 7,725.... ist. 
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je gröfser n ist. Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens in diesem besondern 
Falle bängt aber von dem besondern Umstande ab, dafs sich die nte Wurzel 
dem Werthe (n + 4 t) immer mehr nähert, je grölser n ist (vergl. $. *.). 

84. Eine andere Gleichung dieser Art, welche in der Theorie der 
Schwingungen einer elastischen Kugel vorkommt, ist folgende: 

(4 — Bassin* — 4x cos jr = 0. 

Auch hier entspricht jeder positiven Wurzel a eine negative ■ — a; mau 
braucht daher nur die positiven Wurzeln zu suchen. Die kleinste entspricht 
dem Werthe x = 0. Die nächste W'urzel findet man wie folgt. Es ist 
fx = (4— -3x’)sinx — 4xcosx, 
f'x — — x(3xcosx + 2sinx), 
f"x = (3x* — 2)sinx — 8a*cosx. 

Die Function f'x ist zwischen den Grenzen x = 0 und x = 45 u immer 
negativ. Denn ist 3x*< 2 oder x<[/f-, das heifst x<45°, so ist 3x’ — 2 
und also auch f'x negativ: mithin kann f'x zwischen diesen Grenzen zur 
bestimmenden Function genommen werden. Bezeichnet man durch u ein 
Unendlich -Kleines, so bat man 

[45"] = . 

Es liegt also keine Wurzel zwischen 0 und 45°. Zwischen den Grenzen 
x = 45° und x = 90“ kann aber f'x nicht als bestimmende Function ge- 
braucht werden, weil sie zwischen diesen Grenzen das Zeichen wechselt. 
Man könnte nun zwar den Zwischenraum in kleinere theileu, wird aber 
schneller zum Ziele kommen, wenn mau die höhern Differentialquotienten 
entwickelt. Denn es ist 

f'i r = (3x* — 10) cosx “4* l4x sinx • 
f’x ass (24 — 3 x*) sinx + 20 x cosx. 

Offenbar ist fx zwischen den Grenzen 0 und 90" immer positiv und folglich 
zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function zu gebrauchen. Die 
Zeichenreihen sind 

M - + 

[90‘] = + -f H • 

Da nun jede Zeichenreibe nur einen Zeichenwechsel enthält, so liegt keine 
W'urzel zwischen diesen Grenzen. 

Zwischen den Grenzen x = 90° und x = 180 P ist f'x immer positiv 
uud daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function brauchbar. 
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Mao findet 

[90P] = + - 

[180r>| = + + +; 

also ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel enthalten. Die Grenzen sind 
aber noch nicht eng genng znr nähernden Berechnung, da auch f*x — 0 
eine Wurzel zwischen diesen Grenzen hat. Zieht man die Grenzen enger 
zusammen nnd setzt allenfalls x = 2,5 und * = 2,6 , so hat man 
[2,5] = + + — 

26,04 12,029 0,816.... 

■ P> 6 ] = + + + 

27,2 14,707 0,519.... 

27 2 

ist j" _ 12,029 — 1 >• • ••> also k = — 1; auch ist n = 1 j mithin wird die 

Bedingung 1 — k nicht erfüllt und die Grenzen müssen enger gezogen 
werden. Setzt man * = 2,56, * = 2,57, so findet man 
[2,56]= + + - 

26,81 13,901.... 

[2j 57] = -f* -f> + 

„ _ 26,92 13,88437 0,09057.... 

nc QQ • • 

^‘ er 21 13,8 a ^ 80 * = 0} ferner n = 2; folglich sind die Grenzen 

hinlänglich nahe. Die äufeere Grenze ist 2,57; der Quotient aQ f 

1«j,oo4«J7 

vier Stellen entwickelt, giebt 0,0065: also ist der erste Näherungswerth 
— 0,0066 = 2,5634. Dieser Werth ist zn klein; die Wurzel liegt also 
zwischen 2 ,j 634 nnd 2,563o. Bei der nächsten Operation erhält man den 
Werth bis anf 8 Stellen genau, und zwar ist 

/<*»““> = °'° 0090»57 _ onnftn ,„, 

/'(2.Ö635; 13,7095659 — U ’ UUUU0:,/0 > 

also der zweite Näherungswerth 2,5635 — 0,00006577 = 2,56343423. 
Poisson findet 2,56334*). 

Zwischen den Grenzen * = 180° und * = 270® ist fx immer positiv, 
mithin keine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Im vierten Qua- 
dranten dagegen liegt eine Wurzel; denn f"x ist zwischen diesen Grenzen 
immer negativ. Man kann also diese Function wieder als bestimmende an- 
sehen und findet 

[27J0P] = -+ + 
f360°3 

*) Mtimoires de l’acad. du sc. T. VIII. p. 420. 
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Die Zeiclienreibe [360°] hat also einen Zeichenwechsel weniger als die 

Zeichenreihe [270“]. Zieht man die Grenzen engjer zusammen, so findet man 

[ 6 , 0 ] = — - + 

75,7 100,34 6,01 ‘ - >iv •' v . ( <•- : 

[ 6 , 1 ] =-~-- 0 » " 

67,95 107,53 4,38 


Hier ist 2 -|^ = 0,3, also k — 0, n = 1 und n = 1— ft. 

Da 6,1 die äufsere Grenze ist, so entwickele man den Quotienten 


4,38 

107,53 


. bis auf die zweite Decimalstelle. Diesgiebt 0,04; also ist der erste Nähe- 
rungswerth 6,1—0,05 = 6,05. Da f(6,05) negativ ist, so liegt die Wur- 
zel zwischen 6,05 und 6,06. Nun ist = ~ 0,0013 : also ist 

der zweite Naherungswerth 6,06 —0,0014 = 6,0586. Dieser Werth ist 
zu klein und daher die Wurzel zwischen 6,0586 und 6,0587 enthalten. 


Nnn ist /C6-058Q = 0,00002989 ; also ist der dritte Nähe- 

j>un isi y,( ö 0587 ) — 104,6627 ’ 

rvngswerth 6,0587— 0,0000299 = 6,0586701 bis auf (*)" genau. Poisson 
bat 6,05973. 

Es ist einleuchtend, dafs auch diese Gleichung unendlich viele reelle 
Wurzeln bat und dafs die nte Wurzel zwischen (n — und rnr enthalten 
ist. Jede dieser Wurzeln kann nach dem vorhergehenden Verfahren bis auf 
jede beliebige Decimalstelle genau gefunden werden. Wo es sich aber nur 
um eine ungefähre Annäherung handelt, kann man auch hier mit Nutzen 
das bei dem früheren Beispiele erwähnte Eulersche Verfahren anwenden 
und durch Umkehrung der Reihen eine Formel finden, welche die folgen- 
den Wurzeln desto genauer giebt, je gröber n ist. 

26. Ich werde nun einige Aufgaben behandeln, bei welchen aufser 
den trigonometrischen Functionen auch die Functionen und e* — e~ x 

Vorkommen. Auch zur Berechnung dieser Functionen besitzen wir jetzt Ta- 
feln in der vortrefflichen Abhandlung Gudermanns über die Theorie der 
Polenzialfunctionen *). Ich werde nach dem Vorgänge dieses Gelehrten zur 
Abkürzung *(e* + <r*) = Cos* und *(«*-«"*) = Sin * setzen. 

Es sei nun die Gleichung 

fx = (e x + 4~ x ) cosa? — 2 = 0 


Creüe, Journal für die Mathematik, Bd. 6. u. 7. 
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gegeben, statt welcher man auch . 

Cosjt cosx — 1 = 0 

setzen kann. Es ist klar, dafs jeder positiven Wnrzel * eine negative —x 
und eine imaginäre + xf — 1 entspricht 

Hier hat man non 

i fx = Cosa? cosx — 1, 

f x — cosxSina? — sinarCesar, 
f" x — — 2 sin x Sin x. 

Die kleinste positive Wnrzel der Gleichung ist a? = 0. Bezeichnet alsdann 
co ein Unendlich -Kleines, so ist f“x zwischen den Grenzen x = <a und 
x = 90“ immer negativ und kann daher zwischen diesen Grenzen als be- 
stimmende Function gebraucht werden. Es ist aber 

M = 

[90P] = ; 

also liegt keine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Dafs zwischen x = 90“ 
und x = 2 7Ö" keine Wurzel liegt, ist von selbst klar, da fx zwischen 
diesen Grenzen immer negativ ist Zwischen den Grenzen x = 27 CP und 
^E = 360 , ist f"x immer positiv und kann daher wieder als bestimmende 
Function gebraucht werden. Nun ist 

[270“] = + + — 

, •' aaöO^-m] = + + +J 

also ist eine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Zieht man die 

. f i v 

Grenzen enger zusammen und setzt zuerst a? = 4,7 und dann x = 4,8, so 
ergiebt sich 

[4.7] = + + — 

109,8 54,28 1,68 

[4.8] = + + + 

' • 418,2 65,84 4,31. 

1 18 2 s « % 

Es ist aber » . ] ■ = = 1 , ..... also k — — 1 , n = 1, das heifst, die Gren- 

zen sind nicht eng genug zur nähernden Berechnung. Setzt man ferner 
x = 4,73 , x = 4,74, so ergiebt «ich . > 

[4.73] = + + - 

•i ■ • -113,26 57,6409 0,0023 

[4.74] = + + + 

114,38 58,7791 0,5796. 

114 1 ‘ ■' . 

Hier ist = 0,9, also k es 0, n = 2. 

C teile’» Journal d. M. Bd. XXII. IM. 1. & 
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Die äu feere Grenze ist 4,74 und der Quotient — Q' - Jj 6 - m ofs 

f ( 4 , 74 ) 00,7791 

auf vier Decimalstelleu entwickelt werden. Dies giebt 0,0098 ; also ist der 
erste Näliervngstcerth 4,74 — 0,0099 = 3,730 li Dieser Werth ist 1 zu grofe, 
mithin die Wurzel zwischen 4,7300 und 4,7301 enthalten. Der Quotient 

pfäftö i) auf 8 Decimals<elle " entwickelt, giebt = 0,00005900 ; 

also ist der zweite Nä/terunyxwerlA 4,7301 — 0,00003901 =4,73004099. 

Die hier abgcbandelte Gleichung kommt bekanntlich in der Theorie 
der Schwingungen elastischer Stäbe vor. Statt des hier gefundenen Wer- 
tlos der ersten Wurzel bat Poisson 4,73003 


20. Auch die Gleichung 

(e* + f*) cosr + 2 = 0, 

statt welcher mau 

cosxCosx +1=0 


schreiben kann, kommt in der Theorie der Schwingungen elastischer Stäbe 
vor. Hier ist 

fx = cos.rCosx + 1, 
fx = cos x Sin x — sin x Cos x, 
f"x = — 2sinxSiux. 

Zwischen x = 0 und x = 90° ist fx immer positiv; es kann also keine 
Wurzel zwischen diesen Greuzeu liegen. Zwischen den Grenzen x = 90 u 
und x = 180“ ist f"x immer negativ und kauu daher als bestimmende Func- 
tion gebraucht werden. Man hat 

[90"J = + 

ri 80 °J = ; 

es liegt also eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Nimmt mau nun die 

engeren Grenzen x = l,8 und x= 1,9, so findet man 

[ 1 , 8 ] = _ _ + 

5,7 3,69 0,29 

[1,9] = - - - 

6,11 4,29 0,10 

Hier ist 2 ^-gg = 0,8, also k = 0, n = 1 ; der Quotient ~~ mufs da- 


*) Mcra. de läcad. des st T. VIII. p. 485. In dem Traite de mlcanique ed. 2. 
T. 2. p. 389 dagegen steht der Werth 4,74503; was aber offenbar 4, 73003 heilten 
tnuts, da dieser Werth = $«+0,01760 sein soll. 
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her auf zwei DeciraalsteUen entwickelt 'werden. Dies giebt 0,02? also 
ist der erst« Näherungswerts 1,9 — 0,03 = 1,87. Nun ist /‘(1,87) 
positiv; folglich mufs die Wurzel zwischen 1,87 und 1,88 liegen. 

Man hat = 0,0048; also ist der t weite Näherungs - 

werth 1,88—0,0049 = 1,8751. Dieser Werth ist zu klein; mithin liegt 
die Wurzel zwischen 1,8751 und 1,8752. Der folgende Näheruugswerth 
kann bis auf 8 Stellen genau gefunden werdeu, und zwar findet man 

f(\ ' f&7b2) = ^138717“ 3=8 0*00009597; also ist der dritte Näherungsiverth 

18752 — 0,00009598 = 1,87510402. Poisson findet in der erwähnten Ab- 
handlung 1,8756 *). 

87. Ich will nun noeh einige Gleichungen abhandeln, bei welchen der 
Werth von fx in einer convergirenden Eeilfe ausgedrückt ist, für welche 
noch keine Tafeln berechnet sind. Ich nehme zuerst die Gleichung 


lt fx = 1 — x ■+■ 


x* 


+i 


.. = 0 , 


(1.2)» (1.2.3)* r (1.2. 3. 4)* 

welche bekanntlich in der Theorie der Bewegung der Wärme in einem 
Cylinder und bei mehreren anderen physikalisch - mathematischen Unter- 
suchungen vorkommt **). Diese Gleichung kann keine negativen Wurzeln 
haben, da alle Glieder der Reihe positiv werden, sobald man statt x eine 
negative Zahl setzt. Man braucht also nur die positiven Wurzeln zu suchen. 


Hier ist 


2 . fx = - t + 


3. f"x = i — 


2». 3 
x* 


+ 


2*. 3». 4 


- j . 

2.3 ~ 2*. 3. 4 


2 *. 3 ». 4*. 5 


+ •••• 


2*. 3*. 4. 5 

Die drei Reihen (I., 2., 3.) sind nach bekannten Sätzen convergirende Reihen, 
und es kann daher vermittelst ihrer der Werth von fx, fx, f"x für jedes 
gegebene x mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit berechnet werden, 
sobald x eine endliche, reelle Gröfse ist. Bei diesen Reihen kommt man 
nemlich, wenn man statt x irgend einen beliebigen endlichen reellen Werth 
setzt, jedesmal an ein Glied, von welchem an gerechnet der Zahlenwerth 


*) Der Werth 1,87011, den Poisson im Traite de mec. T. IL p. 390 giebt, ist 
offenbar unrichtig und niuts 1,87511 heifsen, da dieser Werth =s -Jn-f-d' sein soll, 
wo d’sO.äodÄfist. ^ ■ r • •• •:. 

*•) Auch diese Gleichung behandelt Poisson in der erwähnten Abhandlung p. 522- 

5* 


t 
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jedes Gliedes gröfser ist als der des nachfolgenden. Bei der Reihe (f.) z. B. 

erhält man aus jedem Gliede -55-*?^ — i > wenn man es mit — r-rr, multi- 

plicirt, das nachfolgende. Sobald also m so grofs ist, dafs ar<[(r« + l)* 
ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das vorhergehende und die 
Glieder convergiren zu dem Werthe Noll hin. Bezeichnet man daher im 
Allgemeinen diese Reihe durch 

f{pc) = fl e ° , -{-flj — — o„ +t -f- a m+1 a m+ 3 ...., 

setzt a 0 — fl, -f- o, — .... — a m _ t = S und nimmt an, dafs von a m au jedes 
Glied gröfser ist als das folgende, so hat man 

fx>S , fx<S + a m , fx>S + fl„— <»_, elc., 

so dafs man also, indem man die einzelnen Glieder der Reihe zusammen 
addirt, sich nicht blofs dem wahren Werthe immer mehr nähert, sondern 
auch fortwährend zwei Grenzen hat, zwischen welchen der Werth der 
Reihe eingeschlossen ist. Die ersten Zidern, welche den beiden Grenzen 
gemeinschaftlich sind, müssen daher auch nothwendig dem wahren Werthe 
der Reihe angehören, ud man kann mithin diesen Werth bis auf jede belie- 
bige Stelle geuau berechnen. Aehnliches gilt auch von den übrigen Reihen. 

ln der Reihe f" x werden zwei auf einander folgende Glieder all- 
gemein durch 

x m 


ausgedruckt. Soll nun 2 «.3«. . ..m 1 (m+lXm+2)^ 2*.3*.. . .(m+i)* («+2X^+3) 
sein, so mufs 1 > 0( * er * < ( m + *) ( m + 3) sein. Setzt 

man m = 2, so Ist (m + 1) (m -f- 3) = 15: sobald also x kleiuer als 15 ist, 
ist jedes positive Glied der Reihe f"x, von an gerechnet, gröfser 

als das nachfolgende negative: so lauge aber x nicht gröfser als 3 ist, 
bleibt auch } — ^"3 positiv. Die Function f"x ist daher zwischen den 

Grenzen x = 0 und x = 3 immer positiv und kann als bestimmende Func- 
tion gebraucht werden. 

Ks ist [OJ = H f- 

[3] =3 ; 

mithin ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel der Gleichung fx — O 
enthalten. Zieht man die Grenzen enger zusammen, damit sie nur um eine 
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Decimal - Einheit verschieden sind, so findet man 

[1] = 4- — 4 

0,35 0,57 0,2 

[2J = 4- _ - 

, 0,23 0,28 0,19*). 

Hier ist 1 die äufsere Grenze. Nun ist = 0,6; also k = 0, und aufser- 

dem n = 0; mithin sind die Grenzen nicht eng genug zur nähernden Be- 
rechnung. Setzt mau x = 1,4 und x — 1,5, so findet man 

[1.4] = 4- ~ + 

0,303 0,445 0,020 

[1.5] = 4- - - 

0,292 0,415 0,0232. 

0 303 

Nun ist ^^(3 = 0,3, also k = 0, n = 1 ; mithin sind die Grenzen eng ge- 
nug zur nähernden Berechnung. Der Quotient , auf zwei Decimalstel- 
len berechnet, giebt 0,04; also ist der erste Näherungswerlh 1,440,05 = 
1,45. Dieser Werth ist zu grofs und die Wurzel ist zwischen 1,44 und 
1,45 enthalten. Da 1,44 die äufsere Grenze ist, so mu(s mau den Quotienten 

/4 4t) au ^ v ' er Decimalstellen entwickeln. Dieses giebt = 0,0057? 

also ist der zweite Ndherungswerth 1,44 4 0,0058=1,4458 bis auf (^) 
genau. Auch Poieson findet 1,4457. 

Die nächste Wurzel findet man am leichtesten durch folgende Be- 
trachtungen. So wie früher nacbgewiesen wurde, dafs die Function f" x 
zwischen den Grenzen ar = 0 und x = 3 immer positiv ist, so lassen sich auch 
leicht ähnliche, aber weitere Grenzen augeben, zwischen welcheu die folgen- 
den DiOerentialquotienlen beständig dasselbe Zeichen haben. Denn man hat 


4. 

5. f tr x 

6 . f'x 




2.3.4 


y 1 yt \ 

2\3*.4.6‘j&‘^2*.3*.4*.6.6.7 — "*V ’ 
2.34.5 ^ 2V3.4.5.G — 2»A».4.5.6 7 + *•*•)’ 


3 23.4 T 2 *.3.4.5 

x , x* 


“ Q.3.4.i 


5 2.3.4.5.ö n 2*.3.4.5.ö.7 2»A* 


I.5.6.7.8 +*•••)* 


•) Man bemerke, dafs es nur nöthig ist, die Werthe von «wei der Functionen 
f" x \ f *, f x *u berechnen, indem man daraus den Werth der dritten finden kann, 
da diese drei Functionen durch die Gleichung 

fx 4/'x =3 — x/"x 

mit einander verbunden sind. 
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1 * , X' X* | -I 

7. f"x-= 1.3.4 5.0.7 ' 2 , .3.4.5.ö.7.8 2•'*.3 , . 4.5.6.7.89 

G l x. . * x 1 x* i N 

.3Ä576 1 ~ £3X5.fb78 ■" 2>.3.4.5.6.7.8.9 2*.3*4.5.6.7.8.9.10 

Iu der Reihe (4.) ist nun der Zahlenwerth jedes Gliedes gröfser als der des 
folgenden, sobald x nicht gröCser als 4 ist: daher ist f m x zwischen den 
Grenzen x = 0 und x = 4 immer uegativ. Eben so findet man aus den 
Reihen (5., 6., 7., 8.), dafs f'x zwischen den Grenzen * = 0 undx = 5 
immer positiv ist, dafs fx zwischen den Grenzen x = 0 und x = 6 immer 
negativ ist, dafs f” x zwischen den Grenzen x = 0 und x = 7 immer po- 
sitiv ist und f'x zwischen den Grenzen x = 0 und x = 8 immer nega- 
tiv. Man kann daher jede dieser Functionen zwischen den entsprechenden 
Grenzen als bestimmende Function ansehen. Nimmt man z. B. f'x als be- 
stimmende Function, so hat man 

f'x fx fx f"x fx fx fx fx 

[ 0 ] = — + — + — +— + 

[8] — — -f- — + ~ — *i“ "t* 

Die obere Reihe enthält 7, die untere 5 Zeichenwechsel : es sind also zwi- 
schen den Grenzen x = 0 und x = 8 zwei Wurzeln der Gleichung fx = 0 
enthalten. Da wir aber bereits wissen, dafs eine Wurzel, und nur eine 
zwischen den Grenzen x = 0 und x = 3 enthalten ist, so muls die andere 
nothwendig zwischen den Grenzen x = 3 und x = 8 liegen. Substituirt 
man allmälig die dazwischen fallenden Wertbe 4, 5, 6, 7, so findet man, 
dafs die Wurzel zwischen 7 und 8 enthalten ist; denn es ist 

[7] = J 1 1 , 

das heifst die Zeichenreihe [7] hat 6 Zeichenwechsel, während die Zeichen- 
reihe [8] nur 6 hat. Zugleich ergiebt sich aus dem Vergleiche der zwei 
Reihen [7] und [8], dafs die Gleichung f'x — 0 zwischen den Grenzen 
x -—~ und x = 8 keine Wurzel hat und dafs also f"x zwischen diesen 
Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Und zwar 


*) Da je drei aufeinanderfolgende Differentialquolicnten /” x, /" +1 x, /"+’ x 
durch die Gleichung 

fx -f- + xf+ t x s= 0 

mit einander verbunden sind, *o ist klar, dafs man die Werthe aller folgenden Dilfe- 
rentialquotientcn unmittelbar aus den Werthen von fx und fx finden kann. 
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hat man 


Nun ist 


[7] = — + - 

0,007 0,13 0,07 

{8] = . -f» - .-f* ■ 

. = • 0,02 0,27 0,04' 

2 .0,13 also A=l; auch ist » = 0; mithin die Bedingung 

n = t — h erfüllt. Hier ist 7 die äufsere Grenze und es mufs der Quotient 
0 J3 anf eine Decimalstelle entwickelt werden. Dies giebt 0,5; also ist der 
erste Näherungswerlh 7 -f 0,6 = 7,6. Dieser Werth ist zu klein; mithin 
liegt die iW urzel zwischen 7,6 und 7,7. F erner hat man , weun man den 

Quotienten ^002 a[|f d re ; Decimalsteilen entwickelt, 0,016; also ist 

der zweite Näherungswerth 7,6 + 0,017 = 7,617. Dieser Werth ist zu klein. 

Die Wurzel liegt mithin zwischen 7,617 und 7,618. Der Quotieut /iZi 617 ) 

: 0 0001005 •* . h k . , * + , 

— • o > 12326 kaJBn anf 7 ® tel,eu entwickelt werden. Dieses giebt 0,000S153; 

also ist der dritte Näherungswert h 7,6178153. Poisson findet 7,6243, 
welcher Werth schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist. 

Auf dieselbe Weise können nuu auch die übrigen Wurzeln leicht mit 
Hülfe der höheren Diflereutialquotieuten gefunden werden. 

28. Die Gleichuog 


1-f + 


“I - A 


.. = 0 , 


_ _ 3.2» 4(2.3)» “T ^(2.3.4)* 

welche in der Theorie der Bewegung eines elastischen Membrans vorkoramt, 
steht mit der vorhergehenden in genauer Verbindung, indem Fx = — fx 
ist Diese Gleichung bat ebenfalls nur positive Wurzeln und es ergiebt 
sich aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen, dafs F"x zwi- 
schen den Grenzen x — 0 und x = 4 immer positiv ist und mithin zwischen 
diesen Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Man 
findet 

[ 0 ] = +- + 

[4] = + H 

Offenbar liegt also eine Wurzel der Gleichung zwischen den Grenzen x = 0 
und jr = 4. Da aber auch eine Wurzel der Gleichung F'x~0 zwischen 
diesen Grenzen liegt, so mufs man engere Grenzen nehmen. Man findet 

[3] = +- + 

[4] = ++- 
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Diese Grenzen sind noch nicht eng genug. Dagegen hat man , .1 

[3,0] = + — + 

0,06 0,11 0,007 

[3,7] = + — - — 

0,05 0,10 0,003. 

Hier ist Y o Yq = 0,3, also k — O, « = 1. Die äufeere Grenze ist 3,6 und 

mau hat ^^ = 0,06; also ist der erste Näherungswert 3,6 + 0,07 = 
3 67. Dieser Werth ist zu klein; also ist die Wurzel zwischen 3,67 und 


3,68 enthalten. Ferner ist = 0,0004, also der zweite 

Näherungswerth 3,6705 bis auf (A) 4 genau. Statt dieses Werthes hat 
Poisson den Werth 3,55, der schon in der ersten DecimalsteUe abweicht *). 

< TJm die nächste Wurzel zu finden, betrachte man die höheren Diffe- 
rentialquotienten. Es ergiebt sich aus dem Früheren, dafs allgemein F' m x 
positiv ist zwischen den Grenzen x = 0 und * = 2m-j-2, uud dafs F lm+ 'x 
negativ ist zwischen deu Grenzen * = 0, r = 2m + 3. Diese Funetionen 
können also zwischen den entsprechenden Grenzen als bestimmende ge- 
braucht werden. Nimmt mau z. B. die Function F"x zur bestimmenden, so 
■weifs man, dafs diese Function zwischen den Grenzen x — 0 und *=13 
beständig negativ ist. Nun ist 

F"x F'x F“x F' l "x F'*x F"x F'x F"x F' n x F u x F l x Fx 


[ 0 ] = — + — + + — + — + — + 

[13] = — + — + — + •— + ' — — + + 

Die Zeichenreihe [0] enthält 11 Zeichenweclisel , die Zeichenreihe [13J 
nur 9. Es werden also zwischen den Grenzen 0 uud 13 zwei Wurzeln der 
Gleichung Fx = 0 angedeutet, und da man schon weifs, dafs eine dieser 
Wurzeln zwischen 0 und 4 enthalten ist, so mufs die andere zwischen 4 
und 13 liegen. . . 

Uebrigeus wäre es nicht nöthig gewesen, bis zur Function f'x zu- 
rückzugeben, um zu finden, wie viele Wurzeln zwischen den Gren- 
zen 0 und 13 liegen. Das vorstehende Schema zeigt nämlich, dafs die 

Gleichung JF" , ar = 0 zwischen deu Grenzen 0 und 13 keine W urzel hat, 
und dafs F‘"x zwischen diesen Grenzen beständig negativ ist. Dies hätte 


*) In der angeführte» Abhandlung p. 506. 
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man anch unmittelbar aus der Reihe finden können, welche den Werth 
von F"'x angiebt. Substituirt mau in derselben statt * den Werth 13, 
so ist zwar das erste Glied ^- - 3 7 3 kleiner als das darauf folgende 
bei den spätem Gliedern ist aber jedes positive Glied gröfser als das darauf 
folgende negative-, mithin Ist die Summe dieser Glieder positiv. Nun ist 
aber schon der Werth der Summe der ersten Glieder 
t 13 13* - 13» , 13* 13* 

2.3.4 2.3.4.5 ' 2*.3.4.5.6 2*.3*.4.5.&.7 ^ 2*.3*.4».5.ö.7.8 ~^3‘.4*.5*.6.7.1E9 

positiv: mithin ist um so mehr — F"' 13 positiv oder F‘"13 negativ; und 
eben so ist es bei den kleineren Zahlen. Um die zweite Wurzel zu finden, 
braucht man daher nur das Schema 

F m F”x F l x Fx 

[ 4 ] = — + + - 

[13J = — — + + 

zu betrachten. Da aber F"x zwischen diesen Grenzen eine W T urzel bat, 
so mufs man die Grenzen enger ziehen. Man findet 

[ 12 ] = - + - 

0,003 0,025 0,007 
[13] as — + -f- 

0,004 0,021 

Hier ist = ^ ’ also * st A = 0 , » = 0 . Die Grenzen sind daher nicht 

eng genug zur nähernden Berechnung. 

Man findet ferner 


Es ist 


0,004 


[12.3] = - + - 

0,004 0,024 0,000113 

[ 12 . 4 ] = - + + 

0,004 0,024 

; 0,08 , also A = 1 ; auch ist n = 1 , mithin die Bedingung 


2.0,024 

«>1— -A erfüllt. Da 2 « + A = 3 ist, eo mufis der Quotient auf 

drei Decimalstellen entwickelt werden. Diesgiebt 0,004; also ist der erste 
Nüherungswerlh 12,303. Dieser Werth ist zu grofs; mithin ist die Wur- 
zel zwischen 12,304 und 12,303 enthalten. Der nächste Näherungswert!! 
kann nun auf 7 Decimalstellen genau gefunden werden. Es ist 
F( 12,304) _ 0,000014980 _ 

I*(i2^Ö4] ÖJ024393 “ 


also ist der nächste Nähernngswerth 12,3046142. 
Werth 12,41 (ebend.). 

Grelle' a Journal tl. M« B<1* XXII« Hfl* 1» 
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99. Diele Beispiele werden genügen, um zu zeigen, wie man in 
ähnlichen Fällen zu verfahren hat, und um zu beweisen, dafe man vermittelst 
der angegebenen Methode alle reellen Wurzeln der transcendenten Glei- 
chungen mH jedem beliebigen Grade von Genauigkeit finden kann. leb 
will nun schliefelich noch eine besonders interessante Frage berühren, nem- 
lich die, wie man erkennen kann, ob eine transcendente Gleichung nur 
reelle Wurzeln bat. Auf diese Frage ist man besonders durch mathematisch- 
physikalische Untersuchungen gekommen, welche häufig auf transcendente 
Gleichungen führen, und wo es sich oft unmittelbar aus der Nator der Unter- 
suchung selbst ergiebt, dafs solche Gleichungen keine imaginären Wnraeln 
haben. Es kommt darauf an, dasselbe auf rein analytischem Wege nacb- 
zuweisen. Allgemeine Hegeln, vermittelst deren man in jedem Falle un- 
mittelbar aus dem Bau der Gleichung entscheiden könnte, ob eine transcen- 
dente Gleichung nur reelle Wurzeln hat, giebt es bis jetzt nicht; und dies 
darf nm so weniger auffalien, da die ähnliche Untersuchung in Beziehung 
auf die algebraischen Gleichungen ebenfalls nicht ohne Schwierigkeiten ist. 
Durch verschiedene besondere Betrachtungen kann man aber allerdings von 
einer Menge transcendenter Gleichungen beweisen, dafs sie nur reelle Wur- 
zeln haben. Am einfachsten geschieht es natürlich in dein Falle, wenn 
eine Gleichung fx = 0 gegeben ist und man weife, dafs fx das Prodact 
einer Anzahl einfacher Factoren ist, die alle reellen Wurzeln der gegebe- 
nen Gleichung entsprechen. So z. B. hat die Gleichung sinx = 0 noih- 
wendig uur reelle Wurzeln, da 



ist; dasselbe ist bei der Gleichung cosx = 0 der Fall. 

Eine andere sehr fruchtbare Betrachtungsweise besteht darin, dafe 
ynan ja der gegebenen Gleichung fx = 0 statt x seines Werths a + bf-i 
substituirt, wo a und b reelle Gröfseo bedeuten, und daun nachweiset, dafs 
die Annahme auf Widersprüche führt, wenn man nicht 6 — 0 setzt. Diese 
Beweisführung scheint zuerst Fourier aagewendet zu haben, welcher be- 
merkt*), dafe es hinreicbe, den Werth a-\-bf — 1 statt x in die Gleichung 
ar — \taugx = 0 zu Substituiren, wo K eine Zahl bedeutet, die kleiner als 
die Einheit ist, um zu beweisen, dafe die Gleichung keine Wurzel dieser 
Art haben könne. Später. hat t'aucky in einer besonderen Abhandlung 

*) Theorie de k chaieur p. 366. 
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diese Idee ausführlich behandelt und auf eine grofse Anzahl von Gleichun- 
gen aDgewendet #). Indem ich anf diese Abhandlung verweise , werde ich 
mich begnügen, hier noch einige Gleichungen abzubandeln, die nicht bei 
Cauchy Vorkommen, und Gelegenheit finden, dabei noch einige besondere 
Kunstgriffe anzuwenden. Ich werde besonders die im Früheren abgehandel- 
ten Gleichungen berücksichtigen. : 

-.V (.; Die Gleichung . ■ 

'l" ® n * — a 

kann keiiie imaginären Wurzeln von der Form y + z /“ — 1 haben, wenn 
a eine Zahl bedeutet, die nicht greiser als die Einheit ist Denn substituirt 
man statt x den Werth r + «/‘ — 1, so erhält man die zwei Gleichungen 

i i . .. ■ r • 

1. 8iny.J(e I -|-*~*) = ö, 

8. (coay. i(c* —■«"*) = 0 . 

Soll nun z nicht 0 sein* so kann man der zweiten Gleichung nur daun 
Genüge leisten, wenn man Cosy = 0 setzt In diesem Falle ist aber siny 
= 1, also ginge die Gleichung (1.) in folgende über " ■;-» 

3. ' ± («' -|- €~‘) =s a. 

Nun ist aber 

«= l + i* s +^ 7i + ....>1: 

also kann die Gleichung (3.) nicht bestehen, wenn a der Einheit gleich 
oder kleiner als dieselbe ist. Der Beweis gilt auch nocb in dem Falle, 
wenn y = 0 ist. ; . , 

Auch die Gleichung 

. , . : V; « «• v. _ x 

kann keine imaginären Wurzeln von der Form x = -y + zf — 1 haben, 
wenn a nicht gröüser als die Einheit ist. Denn substituirt man diesen 
Werth statt x, so findet man die zwei Gleichungen 
4. cosy,i(«*-|-*"'*) s» a, 

6- siay.^(«* — *“!) => 0. 

Soll nun z nicht gleich Null sein, so mufis siny = 0, also cosy = 1 sein; 
mithin hat man wieder 

*(«' + r-) = a; 

welche Gleichung nicht bestehen kann, wenn ist. ! 

Auch die in g. 84. abgebandelte Gleichung 

(4 — 3 x 1 ) »in x — 4x cosjr = 0 


*) Cauchy Exercices des Mathemat T. L p. 297 ff. 


6* 
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hat keine imaginären Wurzeln. Diese Gleichung kann auch wie folgt ge- 
schrieben werden: 


6. tangx = 




um 


X 3 — 4 3 

9 M , .ijhprjjwTO „ x 

sie ist mithin in der allgemeineren Gleichuug 

tangx = n 

enthalten, welche bereits Cauc/iy in der erwähnten Abhandlung (§. 4.) ab- 
gehandelt hat. Gerade den Fall aber, der liier zur Betrachtung kommt, wo 
nemlick fl negativ und b = a ist, hat er nicht erörtert. Man kann nun zu- 
erst beweisen, dafs die Gleichung (6.) keine imaginäre Wurzel von der 
Form x-=yf — 1 haben kann; oder, mau kann noch allgemeiner beweisen , 
dafs die Gleichung 

7 . lang * = -~- 

keine solche Wurzel haben kann, sobald a>3 ist, Denn setzt man in (7.) 
statt x den Werth yf — 1, so erhält man 

14.:^ 

a 


1 . 2.3 ' 1 . 2 . 3 . 4.5 


+ 


«+r* 


*+o- 


y* 


1 . 2 . 3.4 


+ 


oder 

8 . 


•+SS+rifo +*'•*• - “+^’+rrJx- 5 l^+--" 

+ ‘ i +rb i 

Ist nun aber a<3, so ist offenbar der Coefficient jeder Potenz von y in 
der ersten Reihe kleiner als der Coeflicient der entsprechenden Potenz in 
der zweiten, nemlich 

— <T l-t- * 

1.2 ^ 1 ^ 1.2. 3* 

a - 1 | a 

1 . 2 . 3. 4 ^ 1 . 2 . 3 "*” 1 . 2 . 3 . 4 . 5 » 


a 4 , a 

1 . 2 . 3 . 4 . 5. 6 1 . 2 . 3 . 4 . 5 * 1 . 2 . 3 . 4 . 


5 . 6.7 


etc. 


mtd die Gleichung (8.) kann daher unter diesen Umständen nicht Statt 
finden. Auf dieselbe Weise lälst sich auch zeigen, dafs die Gleichung 


. -fl® 

tang* = - r — b 


keine imaginäre Wurzel von der Form y f —1 hat, sobald «< 3 und b > a ist. 
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Die Gleichung (7.) kann aber auch keine Wurzel von der Form 
x — y-^zf — 1 haben, sobald a kleiner als 3 ist. Um dies zu beweisen, 
setze mau y -fz/'—l = £(cosa-f *inay r — 1) und substituire diesen Werth 
statt x. Dieses giebt 

f _ p 1 (cos2a-4-8in2g/ — 1) , p < (co»4a -fsii>4a|'-t) p*(co86o+sin6g/— l) 

» £*_: 1.2.3 ~ r 1. 2.3.4.5 1 .2.3 7 

* , p'lcosSH-sinW— 1) i p * ( CQ84a-f- 8in4o / — 1 ) p <, (cos6a+ 8 m6ay'— 1 ) 

1.2 ■** 1.2.55 w.::j 7 * ■ • • 


p* (cos 2 0 •{- sin 2 a ^ — 1 ) — a * 


Hieraus findet man 

p 1 cos2a-{-gin2g^ — 1 , p * (cos4a-f siiyta/— 1 ) p^cosfig-f- sinfia/— 1) | 

l 1.2 " r 1 .2.3.4 1.2.0 •••J 

= ^(cos2a+sin2a^-l)- ^ C ° 94a gf a>/ - t) + 

f. p*(eo82a si n2n / — 1 ) . p*(cos4g+8in4a/— 1) p‘(co86a+sin6ay'— 1) 1 

l 1-2 3 T 1.22.4.5 “ r2"~“7 — J - 

und wenn man die reellen Glieder einander gleich setzt, 

j-°2 f cos 2a— 12 a 3 4 S* cos 4 g -f- |y° —- g f cos 6 g — . . . . 

= 0 -f" 1 . 2 . 3 )^®°® 2 a ~~ (l23 1.24.4 j)? 4 008 ^ “ 

+ ( 1 . 2 . 34.5 + 1 . 2 . 3 . ... 7 V COS 6a — . . 


also 


a — i t « 

1.2 ” 1 ^ 1.2.3’ 

1 1 o 


U M. | U 

074 Ä * 1.2.3 T" 1.2.3. 4. 5 
etc., 

welche Gleichungen, wie schon früher bemerkt wurde, nicht Statt haben 
können, sobald a<3 ist. 

Aus denselben Gründen folgt, dafs auch die Gleichung 

— a x 


tangjp 


** — b 


keine Wurzel von der Form y +s/" — 1 haben kann, sobald b>(t und 
o<3 ist. 

Die in §§. 25. und 26. abgehandelten Gleichungen 
(e* -f- er*) cosa? — 2 = 0, 

(e* + er*) cosa?-+ 2 = 0 

haben zwar, wie schon dort bemerkt wurde, imaginäre Wurzeln, deren 
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reeller Theil Null ist: sie können aber keine imaginären ^Wurzeln haben, von 
welchen der reelle Theil nicht Null ist Ich will zuerst die Gleichung - 

9. (e* + d~ x ) cosx — 2 = 0 

betrachten. Man substituire statt x den Werth y + « /* — 1, so findet mau 

10. e 7 * 1 + <r< T+ ' t >/_1) = (e 7 -+■ n) cos z (e 7 — S -7 ) sin z f — 1, 

11. cos(y + s /■— 1) = J(e l + e-' ! )cosy — Ke 1 — Osiny /— *• 

Man erhält also statt der Gleichung (9.) die zwei Gleichungen 

12 . (« 7 + <r 7 )i(** + 0 cosy cos« -}" — f~ x ) sin y sin« = 2. 

1 3. (e 7 — e -7 ) 4 (e l + e~*) cosy sin z — (0 -f- «“*) i («* — «“*) sin y cos s = 0. 
Statt der Gleichung (13.) kann man auch schreiben 

. . ei — e~y cos y r* — t~* coet \ j , - 

siny e*-f- e - * ‘ sini* 

Soll nun diese Gleichung bestehen, ohne dafs y oder z Null sind, so mufs 
nothwendig y =s « sein. Alsdann geht aber die Gleichung (12.) in fol- 
gende über: 

15. (e 7 -f- e -7 ) 5 (cosy)’ -j- (e 7 — r^’Csiny) 2 ^=r 4» 

oder, wenn mau statt (siny) 2 seinen Werth 1 — (cosy) 2 setzt, und reducirt, in 
16. (e 7 — r _7 ) 5 +4(cosy) 2 = 4, 

also in (« 7 — e -7 ) 2 = 4(siny) 2 , 
oder e 7 — = 2 siny; 

welches ungereimt ist, da e 7 ■ — e -7 immer gröfser als 2 siny ist. 

Mau sieht zugleich, dafs die Gleichung (9.) nur ein specieller Fall 
einer allgemeineren Gleichung ist, indem man auf dieselbe Weise zeigen 
kann, dafs die Gleichung l 

(«* + e~ x ) cos® — a — 0 

keine imaginäre Wurzel von der Form y + s /" — 1 bat, sobald a nicht 
gröfser als 2 ist*). 


*) Die spedelle Gleichung 

(r* -f- e~ x ) cos x — 2 e= 0 

kann auch auf eine andere Gleichung lurückgeführt werden, von welcher schon Cauchy 
bewiesen hat, dafs sie keine imaginäre Wurzeln hat, von der Form x = y + t V— 1. 

Man hat Betulich, da allgemein , . 

/( cosxy 


, /I — cosx 

'* D &* X = iCr+six 


ist, wenn man statt cosx den Werth 




tang|* = ± 


- subslituirt. 


€ I 1 

für welche Gleichung Cauchy bewiesen hat, dafs x nicht =>■+*/-* I »eh» kann. 
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Aas einem noch allgemeineren Gesichtspuncte kann man die Gleichung 
(e* + «~*~) cosx +2 »0 

betrachten, indem man die Behauptung aufstellt, dafs die Gleichung 
17. («* + *~*) cosx -}-o = 0 

keine imaginäre Wurzel von der Form y4* sr V r —l haben kann, sobald a 
irgend eine positive Zahl bedeutet. Denn snbstitnirt man wirklich y-\-zf — 1 
statt x, so erhält man die zwei Gleichungen 

1 8. (e r 4 - e~y) K«*4- O cosy cos * + (eP — e~r) j (e'— tr‘) sin y sin z = — a, 

ig * r — C08 Y e* — e~* cosr 

4* y * tuay e* 4” * »in * * 

Aus (19.) folgt aber y = x; also geht die Gleichung (18.) in folgende über: 
(«r 4 . g-ry ( CO s y) J 4 - {?— tr*)* (siny ) 1 = — 2 a; 
was ungereimt ist, da der erste Theil der Gleichung positiv und der zweite 
negativ ist. 

30. Die vorhergehende Beweisführung scheint, so weit sie auch 
aasreicht, dennoch auf Gleichungen, wie die in $. 87. behandelte, nicht wohl 
anwendbar zu sein. Fourier hat aber bewiesen, dafs auch diese Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat. Die Methode, die er hierzu anwendet, ist 
insofern allgemeiner als die erste, dafs man nicht, wie dort, nöthig hat an- 
zanehmen, dafs die imaginären Wurzeln in der Form y — 1 enthalten 
sind, sondern den Beweis ganz unabhängig von der Form der W'urzeln 
fuhren kann; und sie erfordert um so mehr eine ausführliche Darstellung, 
da Fourier dieselbe nicht völlig entwickelt und man auch ihre Richtig- 
keit in Zweifel gezogen hat. Für die algebraischen Gleichungen hat 
bekanntlich schon vorlängst de Gua ein Kennzeichen angegeben, durch 
welches man mit Bestimmtheit erkennen kann, dafs alle Wurzeln gewisser 
Gleichungen reell sind, and der darauf bezügliche Satz zeigt sich als eine 
sehr einfache Folgerung aus Fourier's Theorie der Gleichungen. Bei einer 
algebraischen Gleichung vom mten Grade, fx=z 0 , enthält nemlich die 
Zeichenreihe [ — oo] tn Zeichenwechsel und die Zeichenreihe [oo] gar kei- 
nen Zeichenwechsel, und diese Zeichenwecbsel gehen zwischen den Grenzen 
-—•oo und 4* aus zwei Gründen verloren. Es entspricht nemlich erstens 
jeder reellen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wurzel ein Zeichenverlast; 
es könueu aber zweitens auch Zeicbenwechsel verloren gehen, ohne dafs 
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solches auf eine reelle Wurzel deutele. So viele Zeichenwechsel nun auf diese 
zweite Art verloren gehen: eben so viel reelle Wurzeln fehlen der Glei- 
chung, und sie rnufs daher nothweudig eben so viele imaginäre Wurzeln 
haben, weil jede algebraische Gleichung vom witeu Grade nicht mehr und 
nicht weniger als m reelle oder imaginäre Wurzeln hat. Der Verlust von 
Zeichenwechseln, der nicht auf reelle Wurzeln deutet, kann aber nur in dem 
Falle Vorkommen, wenn es einen reellen Werth a giebt, der so beschaffen 
Ist, dafs zwar f(a) nicht Null ist, dafs aber eine der algebraischen Func- 
tionen, etwa f"x, durch die Substitution dieses Werthes statt x auf Noll 
reducirt wird, während zu gleicher Zeit die abgeleiteten Functionen /" + ‘x 
und f n ~ l x dasselbe Zeichen behalten. Sobald also jeder reelle Werth von x, 
der eine der abgeleiteten Functionen auf Null reducirt, zwei Ausdrücke mit 
entgegengesetztem Zeichen giebt, weun mau ihn in die vorhergehende und 
in die folgende Function substituirt, so kann die algebraische Gleichung nur 
reelle Wurzeln haben. Dies ist der de Gttö’schc Satz, den auch Fourier 
in seinem Werke ausführlich abgehandelt hat. Diese Betrachtungen lasseu 
sich aber nicht unmittelbar auf die transcendenten Gleichungen ausdebnen. 
Ich habe zwar im Früheren gezeigt, dafs die Grenzen der reellen Wurzeln 
der trauscendeuten Gleichungen auf ganz ähnliche Weise gefunden werden, 
wie die der algebraischen Gleichungen: ich habe aber zugleich auf einen 
Unterschied zwischen den algebraischen und den transcendenten Gleichungen 
aufmerksam gemacht, welcher im Wesentlichen darin besteht, dafs der erste 
Theil einer algebraischen Gleichung immer eine contiuuirlicbe Gröfse und zu- 
gleich das Product einer Anzahl einfacher reeller oder imaginärer Facto- 
ren ist, die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, während der erste 
Theil einer transcendenten Gleichung auch eine discoutinuirliche Gröfse sein 
und von dem Producte der einfachen Factoren, die den Wurzeln entsprechen, 
wesentlich verschieden sein kann. Hieraus folgt schon, dafs inan bei die- 
sen Gleichungen von der Abwesenheit reeller Wurzeln uicht auf das Vor- 
handensein imagiuärer, und umgekehrt, »chliefsen darf. Es wurde ferner 
früher gezeigt, dafs mau die Grenzen, zwischen welchen die reellen Wur- 
zeln liegen, auf folgende Weise findet. Mau sucht zuerst die Grenzen u 
und ß, zwischen welchen eine der abgeleiteten Functionen, etwa f mx x, 
immer dasselbe Zeicheu behält, und bildet alsdann die zwei ZeiGheureiben 
[a] und [/3|, so entspricht jeder reellen Wurzel, die zwischen diesen Gren- 
zen enthalten ist, der Verlust eines Zeicheu Wechsels, den die lieihe [ (3 
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weniger enthält als [aj. Es können aber, wie gezeigt wurde, ancb hier 
Zeichenwechsel verloren gehen, ohne das solches auf reelle Wurzeln deutete? 
jedooh nur in dem Falle, wenn ein zwischen diesen Grenzen Hegender Werth 
eine der in Betracht kommenden abgeleiteten Functionen auf NaU reducirf, 
* während er der vorhergehenden und der folgenden Function, wenn er in 
dieselben substituirt wird, gleiche Zeichen giebt. Enthält nun die Zeichen- 
reihe [ßj etwa 2n Zeicbenwechsel weniger als [aj, und weifs man, dafs 
zwischen den Grenzen a und ß keine reelle Wurzel Hegt, so darf man 
hieraus nicht, wie bei den algebraischen Gleichungen, schließen, dafs die 
Gleichung 2» imaginäre Wurzeln habe, weil hier die Abwesenheit der 
reellen Wurzeln durchaus nicht auf das Vorhandensein imaginärer deutet 
Weifs man umgekehrt, dafs es keinen Werth giebt, der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null reducirt, während er, in die vorhergehende und fol- 
gende substituirt, Resultate von gleichem Zeichen giebt, so darf man dar- 
aus nicht schliefeen, dafs die transcendente Gleichung nur reelle Wurzeln 
habe: cs kann vielmehr «ein, dafs weder reelle noch imaginäre Wurzeln 
Vorhanden sind. Anders aber verhält es sich, wenn man mit Bestimmtheit 
weifs , dafs die transcendente Gleichung fx = 0 so beschaffen ist, dafs fx 
das Product einer unendlichen Anzahl einfacher, reeller oder imaginärer 
Factoren ist, die eben so vielen Wurzeln der Gleichung entsprechen. In die- 
sem Falle ist fx, und jeder daraus abgeleitete Differentialquotieut, für jeden 
Werth von x eine continuirlicfae Grüfte. Sind nun z. B. a und ß zwei 
bestimmende Grenzen, und enthält die Zeichenreihe [h] eine Anzahl S von 
Zeichenwechseln weniger als die Zeicbeureihe [et], so kann die Gleichung 
zwischen diesen Grenzen nicht mehr als S reelle Wurzeln haben; sind da- 
gegen weniger als 8 reelle Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten, so 
müssen nothwendig mehrere Zeicbenwechsel zwischen den Grenzen a und ß 
verloren gehen, deren Verlust nicht auf reelle Wurzeln deutet, das beiftt, 
es müssen eine oder mehrere der abgeleiteten Functionen durch einen zwi- 
schen a und ß liegenden Werth auf Null reducirt werden, während die 
vorhergehende und die folgende Function dasselbe Zeichen behält. Sobald 
es also keinen solchen Werth giebt, so müssen die sämmtlichen S Wurzeln 
reell sein. Dieselbe Betrachtung gilt für jede zwei andere bestimmende 
Greszen. Sobald es also gar keinen reellen Werth von x giebt, der so 
beschaffen ist, daft er, während er eine abgeleitete Function auf Null redu- 
cirt, der vorhergehenden und den folgenden gleiche Zeichen giebt, so kann 
CrtHe’i Jganm) d. M. Bd. XJJ1. Hfl 1 . 7 
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auch die Gleichung keine imaginäre Wurzel haben, sondern die Wurzeln 
müssen sämmtlich reell sein. 

Auf diesem Wege hat Fourier bewiesen, dafs die Gieickuug 

. y* • i oc ^ oc ^ i je* fi 

1. fx = 1 X 4- — 4- r. .... = o 


2* 2*.3* * a*.3*.4* 

keine imaginäre Wurzeln hat. Es wurde schon früher bemerkt (§. 27.), dafs 
je drei auf einander folgende DiflPercnlialquotienteu durch die Gleichung 
A. fx + (» + + xf'+'x = Ü 

mit einander verbunden sind. Es ist nun einleuchtend, dafs weder fx noch 
irgend eiue der abgeleiteten Functioueu fx, f"x, . ... durch einen uega- 
tiv eu Werth von x auf Null rcducirt werden küuuen. Nimmt man nun an, 
dafs f+'x durcli irgend einen reellen positiven Werth von x auf Null re- 
ducirt wird, so folgt aus der Gleichung (.4.) 

f’x ss —x f" + 'x. 

Hieraus folgt also, dafs jeder reelle Werth von x, der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null rcducirt, der vorhergehenden und folgenden Fuuctiou 
verschiedene Zeichen giebt. Man kann nun ferner zeigen, dafs fx das 
l'roduct einer unendlichen Zahl einfacher Factorcu ist. Fourier thut dies, 
indem er die transcendente Gleichung auf eine algebraische zurück führt. 
Diese Gleichung heifst 

.»i — 1 r* n.(n — 1) (n — 2) y* , 

* 2.3 +* 


2. Fy = 1 — ny-f 


0, 


1.2 2 1 . 2.3 

wo n eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der Glieder dieser Gleichung ist 

n-f-1, und wenn man n unendlich grofs setzt, so geht sie in die Gleichung (I.) 
über, sobald mau ny = x setzt. Da nun die Gleichung (2.), als eine 
algebraische, eich immer in Facloren zerlegen Iäfst, wie grofs auch n sein 
mag, so folgt hieraus, dafs es auch noch der Fall ist, wenn n unendlich 
grofs ist, das heifst, es mufs auch fx das Product einer unendlichen Zahl von 
Factoren sein, die den W'urzeln der Gleichung fx = 0 entsprechen. Diese 
Factoren müssen aber sämmtlich reell sein; wie aus dem Zusammenhänge 
der Differentialquotienten folgt; und es ist daher bewiesen, dafs fx das 
Product von lauter reellen Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung 
fx = 0 entsprechen. 

Auf dieselbe W r eise könnte man auch, wenn es nicht schon be- 
kannt wäre, zeigen, dafs die Functionen sinx und cosx aus dem Producte 
einfacher reeller Factoren zusammengesetzt sind, das heifst, dafs die Glei- 
chungen sinxe=0 und cosx = 0 keine imaginären Wurzeln haben. Denn 
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die Gleichung 

3. fx 


Binar = x- 




— .... = o 


1 . 2.3 1 1 . 2 . 3 . 4. 5 
ist nur ein besonderer Fall der allgemeinen Gleichung 

4. *)~ny j-g-3 > + 1.2.3'. 4.4 = 0, 

indem man in der Gleichung (4.) nur n — 00 und ny =s x zu setzen braucht, 
um die Gleichung (3.) zn erhalten. Da nun die Gleichung (4.) immer iuFactoreu 
zerlegbar ist, so folgt dasNemliche für die Gleichung (3.). Nun ist ferner 

fx = sinar, 
fr = cosar, 
f u x = — Binar, 
f l x == — cosar, 
f"x sst ttinx: 

es ist also allgemein f m x = — f^x, und diese Ausdrücke haben also auch 
entgegengesetzte Zeicheu, wenn man f”+ l x s= 0 setzt. Hieraus folgt, dafs 
sin x = U nur reelle Wurzeln hat. Dasselbe folgt auch für die Gleichung 
cosx = ü. 

31. Dieses von Fourier aufgestellte Princip, um die Realität sämmt- 
licher Wurzeln gewisser trauscendcuten Gleichungen zu erkennen, von wel- 
chem Cauchy sagt*), dafs es mehreren Schwierigkeiten unterworfen sei, 
Ist von Poisson gradezu für falsch erklärt worden. Poustm will dies durch 
folgendes Beispiel beweisen. Es sei gegeben die Gleichung 
fx = e x — be ax = e r (l — b 

wo a und b bekannte Grüfsen sind und a positiv ist. Diese Gleichung hat 
nun offenbar unendlich viele imaginäre Wurzeln, die sämmllich in der Form 

logfc-f 2i*iV— 1 
x — 1—« 

enthalten sind. Difierentiirt man aber, so findet man 

fx — e' — ba'e"*, 
f*+ l x = e r — 4a* +l «"*, 
f n +'x = e'—baT+'e"'. 

Setzt mau nun f n ' ¥ *x = 0, so ergiebt sich 

fx = — b(l — a) a” e“, 
f+’x = + 4(1 — a)(f+ l er*, 


*) Exctcices des mathem. T. I. p. 338. 
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folglich fx.f+'x = — Ä’(l — a) , .a , " +, .« ,ojr , welcher Werth für jeden reel- 
len Werth von x negativ ist. Hieraus würde also folgen, dafs jede reelle 
Wurzel von f +, x, welche man in die zwei Functionen fx und /' + ’x sub- 
stituirt, Resultate von verschiedenem Zeichen giebt, und es würde mithin nach 
Fourier s Regel folgen, dafs die Gleichung fx = Q keine imaginären Wur- 
zeln habe; was doch nicht der Fall ist. Hier ist aber wohl ein Trugscblufs. 

Der Ansdruck f+'x enthält netnlich den Factor e®, und wird Null, sobald 
dieser Factor Null wird: e* wird aber Null , sobald man x = — oo setzt. 

Die Gleichung «* = 0 hat mithin unendlich viele reelle Wurzeln, welche 
sämmtlich in dem Ausdruck x = — oo enthalten sind. Substituirt man aber 
einen dieser reellen Werthe in fx und f +i x, so werden diese Functionen 
ebenfalls auf Null reducirt und man kann daher in diesem Falle nicht sagen, 
dafs sie verschiedene Zeichen haben. Es ist also nicht richtig, dafs jeder 
reelle Werth von x, der f + 'x auf Null reducirt, den Functionen fx und 
f + 'x verschiedene Zeichen giebt, sondern es gilt dies nur für den reel- 
len Werth , der sich aus dem F actor 1 — b a' +l & n ~ l)x ergiebt. Dagegen 
giebt es unendlich viele Werthe von x, welche f +l x auf Null reduci- 
ren und die dennoch, in fx und f + 'x substituirt, nicht Resultate von 
verschiedenen Zeichen hervorbringen. Daher darf mau auch nicht schließen, 
dafs die Gleichung e* — be" x = 0 nur reelle Wurzeln haben könne*}. 

32. Eine dritte, sehr scharfsinnige Methode hat Poisaoti mehrfach 
angeweudet, um die Abwesenheit der imaginären Wurzeln in gewissen trans- 
cendenten Gleichungen nachzuweisen. Diese Methode ist aber schon des- 
wegen in ihrer Anwendung beschränkt, weil sie die Abwesenheit der ima- 
ginären Wurzeln nicht unmittelbar aus der Natur der Gleichung beweiset, 
sondern nur da anwendbar ist, wo man durch besondere Untersuchungen, 
die zu einer solchen transcendenten Gleichung geführt haben, zugleich einen 
anderen Ausdruck erhält, welchen mau zum Beweise gebrauchen kann. Auch 
findet mau vermittelst dieser Methode nur, dafs die transceudente Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat, die aus einem reellen und einem imaginären 
Theile bestehen, also in der Form a-\-bf — 1 enthalten sind, wo weder a 

*) Fourier hat den hier besprochenen Lehrsatz zuerst in seinem Werke Theorie 
de la chaleur p. 372 kurz vOTgetragen. Poisson hat darauf in dem Journal de l’ecole 
nolyt. cah. 19 n. 382 dessen Unrichtigkeit zu erweisen gesucht und dasselbe später 
in den Mein. de l’acad- des sc. T. VlIL p. 307 und ausführlicher T. IX. p. 89 wieder- 
holt. Fourier hat hierauf zuerst kurz in T. V11L p. 616 und ausführlicher T. X. p. 119 
geantwortet. 
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noch l Null Bind. Dagegen läfot sie es unbestimmt, ob die gegebene Glei- 
chung nicht Wurzeln habe, die blofs aus einem imaginären Theile bestehen, 
also in der F orm b /" — 1 enthalten sind. Ich habe früher (g, 89.) gezeigt, 
dafs die Gleichuog 

!, •' -4- (4 — 3g/) sing/— 4g/cosg/ s 0 

keine imaginären Wurzeln hat: weder solche, bei welchen der reelle Theil 
Null ist, noch andere, welche ans einem reellen und einem imaginären Theile 
bestehen #). Auf diese Gleichung wird Poisson In seinen Untersuchungen 
über die Schwingungen einer elastischen Kugel geführt##), und er zeigt 
auf folgende Weise, dafs sie keine imaginären Wurzeln hat. Er findet 
uemlich durch dieselbe Untersuchung auch noch die Gleichung 
B. (p ? — p n ) f'RR'dr = 0, 

wo g and g' zwei Wurzeln der Gleichung (A.) bedeuten, die so beschaf- 
fen sind, dafs g’ und g rt verschiedene Werthe haben, also g’ g' J nicht 

Null und R = (grcosgr— singr)^ ist, R‘ dagegen Dasjenige bedeutet, was 
R wird, wenn man in dem Werthe von R statt g den Werth g' substitnirt. 
Hätte nun die Gleichung (A.) imaginäre Wurzeln, so dafs etwa | 

und p — q </~ — 1 ein Paar solcher W r urzeln wären, so könnte man g = 
P + qf — 1 o»d (i 1 ~p—q /~ — 1 setzen und durch R = P-\.Q /' — 1 und 
R' = P— Qf— 1 die entsprechenden Werthe von R and R‘ bezeichnen- 
Die Gleichung (B.) ginge also in 

{'(JF+fftdr = 0 

über. Da aber alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so könnte es nicht 
Null werden , wenn man nicht P = 0 und Q = 0 für jeden Werth von r 
hätte. Ans diesen Werthen würden sich also Werthe von p und q ergeben, 
die von r ablmngen; was unzuläfsiich ist: also kann auch die Voraussetzung, 
dafs die Gleichung imaginäre Wurzeln habe, nicht richtig sein. Indessen 
sieht man, dafs dieser Schlufs darauf beruht, dafs g’ und g' s ungleiche 
Werthe haben. Hätte aber die Gleichung (A.) zwei Wurzeln q 1, 
— q — 1 und man substituirte dieselben statt g und g', so würde der 
Ausdruck ( B .) Noll werden, ohne dais fRR'dr Null wird, und also der 
Schlufs nicht mehr gelten###). 

*) Man erhält nemlich diese Gleichung , wenn man in der dort behandelten Glei- 
chung (4 — 3 .t) sin x — 4xcosx = 0 statt x den Werth ul substituirL 

”) Memoire de l’acad. des sc. T.VUL p. 417. 

***) Eine andere Beweisführung von Sturm findet sich auch im Joura. des Mathcm. 
par Liouvült Nov. 1836 p. 384. 
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33. Wir wollen nun zeigen, in wiefern die Bernoüllhclw Methode 
auch auf die transcendeuteu Gleichungen augewendet werden darf. ( Vergi. 
§■ 1.) Die.se Methode beruht wesentlich auf der Eigenschaft der algebrai- 
schen Gleichungen, dafs der erste Theil derselben das Product einer An- 
zahl einfacher, reeller oder imaginärer Factoreu vom ersten Grade ist. Es 
folgt Deutlich aus dieser Eigenschaft, dafs die CoefTicieuten der einzelnen 
Glieder der Gleichung bestimmte Functionen der Wurzeln sind; und gerade 
diese Eigenschaft ist cs, auf welcher die Anwendung der recurrirenden 
Reihen auf die Auflösung der Gleichungen beruht. Es ergiebt sich mithin 
von selbst, dafs die recurrirenden Reihen keinesweges zur allgemeinen 
Auflösung der irausceudenlen Gleichungen augeweudet werden können. 
Denn es ist im Früheren nachgewiesen worden, dafs der erste TIreil einer 
trauscendenlen Gleichung häufig von dem Producte der den Wurzelu der 
Gleichung entsprechenden Factoren wesentlich verschieden ist (§. 5. u. 6.). 
Auf eiue solche Gleichung läfst sicli also die Bemoulli sehe Methode nicht 
anwenden, weil ihr diejenige Eigenschaft fehlt, auf welcher allein sie 
gegründet ist; oder mau uiufs wenigstens im Stande sein, den Factor 
des ersten Theils der Gleichung zu finden, weicher dem Producte aller 
den Wurzeln der Gleichung entsprechenden Factoren gleich ist. So- 
bald indessen die transceudente Gleichung von der Art ist, dafs ihr erste« 
Glied das Product von Factoren ist, die den Wurzeln der Gieichuug ent- 
sprechen, so werden auch die Coefficienten der einzelnen Glieder der Glei- 
chung auf dieselbe Weise, wie es bei den algebraischen Gleichungen der 
Fall ist, aus den Wurzeln der Gleichung zusammengesetzt sein, und es 
kaun daher hei soleheu transcendeuteu Gleichungen die Bemoullische Me- 
thode auf dieselbe Weise wie bei den algebraischen gebraucht werden. 

Es ist schon oben (§. t.) bemerkt worden, dafs die Ausbildung der 
Bemoulli * dien Methode früher sehr mangelhaft war. Gegenwärtig besitzt 
mau mehrere Bearbeitungen derselben, welche zeigen, wie man alle Wur- 
zeln algebraischer Gleichungen finden kann und die daher ohne Schwie- 
rigkeit auf solche transceudente Gleichungen angewandt werden könueu, 
welche der oben angegebenen Bedingung entsprechen. 

Ich habe zuerst ihR Hülfe der bei Fourier vorkommendeu An- 
deutungen eine solche Methode naebgewiesen. Einfacher ist die Methode, 


') Crelle's Journ. für die Mnthviu. Bd. 11. p. 2U3IL 
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welche Jacobi später gegeben hat*) und die ohne Zweifel mit derjenigen, 

welche Fourier selbst beabsichtigte, ganz identisch ist. 

Ich werde mich hier begütigen, zn zeiget), wie mau vermittelst die- 
ser letzteren Methode die zwei gröfsten oder kleinsten, reellen oder ima- 
ginären Wurzeln der (ranscendenten Gleichungen finden kann. In Beziehung 
auf algebraische Gleichungen habe ich das hier anzuwendeude Verfahren 
bereits früher raitgetheilt 

34. Es sei also eine transceudente Gleichung 

Fj? = ( 1 -fX l — ?X | -fX 1 - ! r) = t-Ax+Bx'-Cx>+Dx'.... 

gegeben, so dafs a, ß, y, $ .... die reellen oder imaginären Wurzeln der 
Gleichung sind; nach der zunehmenden Gröfse geordnet. Setzt man 

A ‘ — i + 7 + 7 + 7 + -*** 

li' 1 4 4 

A ^ — 5iH:^r+p; + 3T + .... 

'' A > = + ^ + 

♦ • • ••«•••• • •••••••• 

A * ~ i+^+^-+i + **« 

so hat man bekanntlich 

A t = A , 

Ai, AA t —2B, 

A % = AA,— BA t + 3C, 

• • * • i. * ••••••••*• I k 

Ist nun a die kleinste Wurzel und zugleich reell, so kann man, wenn n 
grofs genug genommen wird, näherungsweise 



A «+'- — a »+i » 

* ^ 

setzen; und hieraus ergiebt sich der Werth der kleinsten Wurzel o. — — . 

„ . -* n+l 

Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied A„ ist, und 
dividirt jedes Glied dieser Reilie durch das folgende, so nähert sich der 

. *) Crtilt' s Journ. für die Mathem. Bd. 13. p. 399 f£. 

**) F.bcnd. Bd. 9. p. 303. 
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Quotient immer mehr dem Werthe a. Diese Beübe werde ich im Folgen« 
den (S) nennen. ' > 

Setzt man ferner näherungsweise 


A n e= — 4 - 

" a‘ • 


l 

P' 


1 i 

== -,+r+ 7&+ii 


A n+2 

A^ = 


a 

l 

a"+J 

1 

0*+’ 


/FP’ 
1 ' 
ß* 1 
i 


"f" /»i+l * 


/9»+>* 

4 1 4 -JL 

■“■+* — o’-H ^ /?'>+•’ 


so findet man 


2 (iW = 'jj') » 

■^*+»•■^»+1 (^< i + a ) 3 == a "+' */ 9 "+‘(a * 

^,.^+4 (-4-+))’ «» ^•'/F+5(^'~7) * 


also 


An • AnJf.1 ( An+ 1 ) * Q 

An+l . An+y — (^rfn+j)* 

Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied A n A H+i — (^, +l ) 1 ist, 
und dividirt jedes Glied durch das folgende, so nähert man sich immer mehr 
dem Wertbe aß. Diese Reihe werde ich im Folgenden (»Sß nennen. 

Ist a reell, und hat man seinen Werth aus der Reihe (<Sß gefun- 
den, so findet man den Werth von ß, wenn man den aus der Reihe (Sß 
gefundenen Werth von aß durch den gefundenen Werth von a dividirt. Ist 
dagegen a imaginär, so divergirt die Reihe (S t ) und es kann der Werth 
von a nicht aus derselben gefunden werden. Die Reihe (5>ß convergirt 
aber auch in diesem Falle und giebt den Werth von aß. Dm nun auch 
in diesem Falle die Werthe von a und ß zu finden, bilde man eine dritte 
Reihe (5ß, deren allgemeines Glied 

An • A„ + y A„+t A „+1 

A n A n +\ — (An+i.) x 

ist. Die Glieder dieser Reihe nähern sich dem Wertbe —4-4 desto mehr, 

a P M < 
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je gröber n ist; und diese Reihe wird immer convergiren, da a und ß ein 


zusammengehörendes Paar imaginärer Wurzeln sind, 
findet man alsdann den Werth von a und ß. 


Ans aß und — 



35. Ich will diese Erörterungen zunächst anwenden, um die zwei 
kleinsten Wurzeln der Gleichung 

x* , X* „ 

1 ~ ®Tji 2* . 3* ' 2* . 3*. 4* ~ " * * * • e 0 

zu finden. Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich 

4 I 1 33' 19 473 229 101369 

*> 2’ 3’ 144* 120’ 4320’ 3024’ 1935360’ **** 

Dividirt man das letzte Glied durch das vorletzte, so findet man als Nähe- 
rungswerth der kleinsten Wurzel 1,4458....; was mit dem früher gefun- 
denen Werthe (§. £7.) übereinstimmt. 


Die ersten Glieder der Reihe (S t ) sind 
1 1 1 23 257 10359 

12’ 288 ’ 3840’ 1036800 * 130036800 ’ 58525286400’- •'** 

Dividirt man das vorletzte Glied durch das letzte, so findet man 11,1145 .... 
welches also das Product der zwei kleinsten Wurzeln ist, und wenn man 
diesen Werth durch den gefundenen Werth der ersten Wurzel dividirt, 
so ergiebt sich als Näherungs werth der zweiten Wurzel 7,68...; was schon 
bis zur zweiten Decimalstelle mit dem oben gefundenen Werthe über- 
einstimmt. 


36. Ich will bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz beweisen, den 
Fourier in dem Expose synoptique*) angedeutet hat. Fourier sagt nem- 
licb, dafs wenn man vermittelst der angegebenen Methode die erste Wur- 
zel sucht, und diese reell ist, dafs alsdann die Reihe der Quotienten sogegen 
den wahren Werth der Wurzel convergire, dafs zuletzt die Fehler, welche 
man bei der Annäherung begeht, wie die Glieder einer geometrischen Pro- 
gression abnehmen, deren Exponent das Verhältnifs der zweiten Wurzel 
zur ersten sei. Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die erste Wurzel die 
gröfiste ist. In dem anderen Falle, welcher uns hier besonders interessirt, 
wo nemlich die erste Wurzel die kleinste ist, mufs dieser Satz so modi- 
ficirt werden, dafs man als Exponenten der geometrischen Progression das 
Verhältnifs der ersten Wurzel zur zweiten nehmen mufs. Der Beweis ist 


*) Analyse des equations p. 71. 

Cr*lte> Journal i. M. B<L XX1L HJtl. 8 
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für beide Fälle derselbe; ich werde daher nur den zweiten berücksichtigen. 
Um den Werth der Wurzel a zu finden, setzt man = in Wahrheit 
ist aber 


A„+t 


An 

A„+i 


® r 4 4 4 4 ' ' • 


4-i 

T 1 ■ 1 , 1 , 

Ijl+l l" ^»+1 ' y»+l * JÜ+i *" * * * * 

Der begangene Fehler ist also 


Ist jedoch n hinlänglich grofs, so kann man statt dessen auch 

1 _ _J. 

^ (ß- a) «’’•+« 

t , 1 “ o»+* * /?"+» 

<t-+l ‘ jS-t+l 1 T" ß*+l 

setzen, und da, wenn n sehr grofs, ^„ +i ein so kleiner Bruch ist, dafs 
man ihn gegen die Einheit vernachlässigen kann, so convergiren die Feh- 
ler gegen die Grenze (ß — a) . hin und nehmen mithin im Verhältnifs 

der Glieder einer geometrischen Progression ab, deren Exponent — ist. 

37. Um auch noch ein Beispiel der Berechnung der zwei klein- 
sten imaginären Wurzeln zu geben, nehme ich die Gleichung 

x = e x . 

Diese Gleichung kann keine reelle Wurzel haben, da, so lange x reell ist, 
immer x <^e x ist. Entwickelt mau e x in eine Reihe, so geht die Gleichung 
in folgende über: 


x = l+<r + ^- + 


«* I 

0 + 270 


+ •••• 


oder in 


i + 4- + f*+ö i Vi + — *0. 


Vergleicht man diese Gleichung mit der algebraischen Gleichung 


1 + 


i-l 


y' + 


n.n — l.n — 2 


y J -f* • • • • — o , 


2 J 1 1 .2.3 

so kann man wieder zeigen, dafs sie das Product einer unendlichen An- 
zahl von Factoren ist. Sie kann mithin durch die Bemoullische Methode 
aufgelöset werden. 
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Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich 

Ai A 3 A, Ai A e A, Ag Aq 

— 1 -31 —29 +63 

4.6 


+ 1 


A t 

0 -1 -i +* 
Hieraus ergiebt sich 

A,A,-A\ 
A,A in — A, 
A,A, t A,A, 
A,A % -A\ 


4-2087 


2.3.4.6 3.5.Ü.7 2*.4.5.8 3.4.6.7.S.9 


1364243616 

722045476 


= 1,889415 und 


_ 14 356678 __ 

— 42632613 "* °> 336753 - 


Nennt man nun die kleinsten Wurzeln a und ß, so ist 

aß = 1,889415 und 

W = 4 + -J = ü ^ 36753 > 

mithin kann man, da a und ß ein Paar conjugirte imaginäre Wurzeln sind, 
a — a -\-b f — 1 und ß — a — b / — 1 

setzen und findet vermittelst der Werthe von aß und a ^~ß : 

aß 

a == 0,318133, 
b = 1,337238. 

Die Wurzeln sind also 0,318133 + 1,337238/' — 1. 

Cauchy *3 findet auf anderem Wege 

0,3181317± 1,3372357/'— 1. 

38. Während ich im Begriff bin diese Abhandlung zu endigeu, erhalte 
ich das Campte rendtt No. 10. 1837, welche seine neue Methode von Cauchy 
enthält, die Nähernngswerthe der reellen Wurzeln zu finden, welche zu- 
gleich auf transcendente Gleichungen anwendbar ist. Das Wesentlichste 
derselben ist in Folgendem enthalten. Es sei 

1. fx — 0 

eine Gleichung, deren erstes Glied fx zwischen den Grenzen x = x„ und 
x — X continuirlich bleibt. Ferner sei die Function fx in zwei andere 

(fix - — 

zerlegt, die ebenfalls zwischen den gegebenen Grenzen continuirlich und 
so beschaffen sind, dafs die Werthe von <Px und’ xx mit den Werthen von 
x wachsen. Nennt man nun — — das kleinste und — ^ das gröfste der 
Verhältnisse 

'p'x'-Z'X y'X-fx, 

f x > ’ /*. 


°) Lcfons sur te calc. difTc-r. , lo^. 14. 


8 * 
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und i das kleinste, ^ das gröfste der Verhältnisse 

<p'x<>—x‘ x tp‘X—xx 9 

tx » fX * 

und sind zwischen x 0 und X Wurzelu der Gleichung enthalten, so sind 
auch x 0 -+• a, X — A zwischen diesen Grenzen enthalten und bilden zugleich 
Grenzen jener Wurzeln. Ist übrigens eine der Gröfsen x u -f- ß, X — B, 
zwischen den Grenzen x 0 und X enthalten, so hat die Gleichung (I.) gewits 
Wurzeln zwischen diesen Grenzen. 


Ist fx eine ganze Function, so kann man sie immer leicht in 
(ßx — xx zerlegen, wenn man für x u und X positive Grenzen nimmt, in- 
dem man die Summe der positiven Glieder durch (ßx , die Summe der ne- 
gativen Glieder durch — %x bezeichnet. Da man aber die negativen Wur- 
zeln einer Gleichung, wie bekannt, immer in positive verwandeln kann, 
wenn man — x statt x setzt, so kann man auch durch dieses Verfahren 
alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit jedem beliebigen Grade von 
Genauigkeit finden, sobald man zwei Wertbe kennt, zwischen welchen die 
Wurzeln enthalten sind. Dasselbe findet bei einer transcendenten Gleichung 

fx — 0 


statt, sobald man die Function fx in zwei andere (ßx — x* zerlegen 
kann, die so beschaffen sind, dafa (ßx und X* immer wachsen, wenn x 
gröber wird. 

Ich will nun zeigen, wie dieses Verfahren auch aus Fourier’s Me- 
thode abgeleitet werden kanu. 

Ist uemlich eine Gleichung fx = 0 gegeben, und ist eine Wurzel 
zwischen zwei Grenzen enthalten, so kaun man immer so enge Grenzen 
x u und X ziehen, dafs eines der vier folgenden Schemata Statt findet: 


I. 


II. 


111 . 


IV. 


t , r , x 

f'x 

fx 

i r*oi — • • • • t* 

+ 


I [XJ = ....+ 

+ 

+ 

( [dFo] = • • • • “ 

— 


£ [ X J 

— 

— 

1 [*«] = • • • • + 

— 

4* 

| [X] = ....+ 

— 

— 

( [arj = .... 

+ 

— 

1 [X] 

+ 

+ 
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Id den zwei ersten Fällen hat man die Näherungswerthe 
X f x \ _ /*• 

f'X ^ x o f'X ^ ** 

in den zwei andern die Näherungswerthe 


X- „ 




< x. 


fl*. ^ ~ u /"*. 

Setzt man uun fx — Px~xx, also fx = P'x — x'x, so gehen diese 
Werthe in folgende über. Nemlicb in den zwei ersteu Fällen hat man 


V- fX 

A V ‘X—x‘X > x > 
und in den zwei anderen 

X- ■ > X, 

» *i“X *. 


- f X o _ 

*“ p'X— Z 'X x 


- < x. 

. — HI. ^ 


9 '*. — X '*0 

Im ersten Falle ist P' X—x/X positiv und kleiner als P'X — x'xo , mit- 
hin ist auch der letztere Ausdruck positiv, folglich, da fX positiv ist, 


fx 


fX 


mithin 


v‘X-x'x„ < 9 'X- X <X> 


fX 


> 


fx 


> x. 


VX-x'Xo ^ <P‘X~x'X 

Nun ist PX — ^'xu> (P'x u — x'X, also ist, nach Caucky’s Bezeichnung, 

fX „ , 

9 ‘X— x'X 9 

und X — A £ . 

Eben so findet man im vierten Falle, dafs P'x 0 — %'x 0 positiv und 
kleiner als P'X — x'*u ist; also mufs auch letzterer Ausdruck positiv sein. 
Da nun fX positiv ist, so hat man wieder 


X f x n, X- 


/X 


>*» 


(^x— x'x 0 «P'X,— 

folglich X— Ag*. 

Im zweiten Falle dagegen ist — (p'X— X'X) positiv, oder x'X— <P'X 
positiv. Nun ist x'X — <P'x„>x'X — P'X, folglich auch — (P'*o — x'X) 
positiv, und da fX negativ ist, 


fx 

V**— t x 


> X- 


12 L 


9'X-X'X 


> X. 
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Offenbar ist aber hier % X = * gröfser als 5 == * 

mithin nach CaucJty'a Bezeichnung ~r v ~A, und daher X— 

9* x o X ■* 

Auf dieselbe Weise kann mau zeigen, dafa auch im dritten Falle 


X 


fX 


> X- 


fx 


> X 18t. 


<p-x 0 ~X'X ^ 'f'X'—x'x, 

Dieselbe Betrachtung führt nun auch zur Bestimmung des zweiten Näbe- 
rungswerthes, der zwischen x„ und x liegt. 

Im ersten Falle ist (P'x — z'X positiv, also auch der gröCsere 

Werth (P'X—z'x u positiv. Da nun fx u negativ ist, so ist — etwas 

(f a — x x o 


kleineres Positives als — r ./* 9 .- ** , mithin 
V'X—x'X » 

/x ? /x„ 


X 0 - 


V'X—x'x, ^ X ° v'X — x'X > X,’ 
und da (ß'X — z'x 0 ^> (ß'x u — z‘X, so ist nach Cauchya Bezeichnung 

fx „ 


< * 


x 0 - 


<p‘X—x'x 0 


x 0 + a, indem, da fx u negativ ist, 


< <r'**-z 'X ist 

/x, /x. 


Eben so findet mau im vierten Falle 

_ /x, - 

< x ° 

1m zweiten Falle findet mau 


f X 0 


< X 

<p'*0 — X' x o > ** ‘ 


und im dritten 


Xq 


X 0 


f x o 

^ X u 

f X e 

< X 

V'X'-x'X 

V'X — fX > x 0 

/*• 

< Xo— 

/x 0 

< X 

<p'x 9 — x'X 

»'x,, — Z'X» > *. 


Es ergiebt sich aus dieser Cebersicht, dafs bei der FWrier’schen Methode 
die Grenzen noch enger sind als bei der von Cauchy. 
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2 . 

Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer ratio- 
naler Functionen in Partialbrüche. 

(Von Um. Prof. Oettinger zu Freiburg i. Br.) 


I. 

Die Zerlegung gebrochener Functionen ist schon vielfach und namentlich 
von dem Herausgeber dieses Journals (Memoire sur la decomposition des 
fraclions algebriques rationelles. Vol. IX. et X.) umfassend und gründlich 
behandelt worden. 

Die Mittbeilurig nachstehender Methode über die Zerlegung gebro- 
chener Functionen in Partialbrüche dürfte daher nur in so fern nicht un- • 
willkommen sein, als sie, so viel mir bekannt ist, auf neue Resultate führt, 
welche, einmal gewonnen, den Vortheil haben, dafs sie in allen Fällen die 
Rechnung sehr erleichtern und ungemein schnell und bequem die Coefli- 
cienten der aufzusuchenden einzelnen Partialbrüche darstellen. 

Unter der Voraussetzung, dafs jede ächte gebrochene Function von 
der Form 

B 0 -fr- B, x B, i* -f- .... B t x * 

-^i A m x m 'f 

auf folgenden Ausdruck 

B 0 -1“ B, x-|- B, x* + • •• • B, x* 

(x + a,)s(x + o 1 )P .... (x + a m )P 

zurückgeführt werden kann, bandelt es sich darum, die unter letzter Form 
erscheinende Function in Partialbrüche zu zerlegen. 

Doch bleiben wir nicht bei dieser Form einer gebrochenen Function 
stehen, sondern wählen folgende allgemeinere: 

I 

Ax±°r){x±b l f‘(X±b t Y>....(x±b.y , .f(c q -x){d t -x)''l i d l -X)'’ . ... (rf„-x)'“x" ’ 

wo 

fx = B u + B l x -j- BiX 7 + .... Bi&, 
f(x±a r ) = (x±a l )(x±a 2 ) .... (x±a r ), 
f (Cq *”57^ (c, x') (c, x) .... {Cq x') 

bedeutet; ferner 
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Z <Z »* -{-f^ +/>, -f"*»** P. + ? + fi + 4 +••••*.. + n 

ist uu«l 


. Qif Oj> Ojj •••• Orf & tf •••• ii> Cif C), di, mm d u 

in der Regel unter sich verschiedene Werthe bezeichnen. Die hier zu 
findenden Formeln werden erkennen lassen, wann hiervon eine Ausnahme 
Statt findet. 

Die Zerlegung der vorstehenden Function in Partialbrüche fährt 
auf folgendes allgemeine Schema: 


2 . 


fx 


f(x±a r )(x±b t Y‘(x±b t y» .... (*±M P '/K-*)(d. -X)'* .... (rf u _x)'“x' 

P| | I . I 1 

x±o, ‘ x + a, +x±a, ^ + x + a r 










(x±6»y > * (x+t,) 1 




-f- i *% .1, _i_ 

(x±b l y > > 1 <*+»»/•-* (x+t.y*- 1 x+6, 

'E, 


(x±b t f>- 


+ •••• + 


+ i 
*Ep t —i 
x ±i. 


+ 

+ 

+ 

+ 


j *^i *^i _i_ i ‘Ep,—i 

(x±b.Y‘ {x—b.Y‘- l (=c±b.Y‘~ *“* x±6, 

Ä^l lt| I tt| | i Zfo 


+ .... 4- -^2_ 

9j — X ' c t — x C, — x 1 c, — : 


* G i * G » i j. 

(d t — x)'* ‘ («I, -*)*»-* T (d,-x)'*- 1 + '•*' ^ d,-x 


*C. 


» L- 

i 


*G„ 




* G , 


(<f»-x)’» (d,-x)» (dj-x)'» 


L * G « L J. * G ',-‘ 


“G« 


» G . 


<^i + 


“G, 


(d„ — x)'“ (d u — x/“~‘ (d„— x)’“~’ 


+ •« 


d u — x 


+ A t . A y . A t ■ . 1 . -dn-\ 

~ » T jji-i T jpu-i T • • • • T x .-i • 


Die Auflösung des vorliegenden Problems beruht auf der Auffindung vou 
Formeln, durchweiche die Werthe der Coefficienten Z> t , D,, ... 3 Z? U , ... 

nicht nur auf zurücklaufendem sondern auch auf unabhängigem Wege leicht 
und bequem mögen ermittelt werden können. Die Methode, welche uns zum 
Zwecke fuhren wird, ist im Allgemeinen die Methode der unbestimmten 
Coefficienten, angepafst an die Eigentümlichkeit der vorliegenden Aufgabe. 

Wegen anderer Methoden und wegen Feststellung der hierher ge- 
hörigen Vor begriffe verweisen wir auf die schon angeführte Abhandlung 
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des Herrn Heraasgehers, so wie anf die Miltheilungen im i., 7. u. 8. Bd. 
dieses Journals von den Herren Dirksen, Clausen und Beyer, und bemer- 
ken, dafs nus die genannten Abhandlungen bei Aufsuchung der nachstehen- 
den Resultate nicht zu Gebote standen, sondern erst später mit dieser Ar- 
beit verglichen werden konnten. 

Obgleich nun unsere Methode keinesweges auf comblnatorischem 
Wege gesucht wurde, so führen doch ihre Eutwickeluügen auf mehrere 
Sätze, die den Combinationen angehören und von denen uns nicht bekannt 
ist, da£s sie schon irgendwo mitgetheilt worden sind. Um den Eutwicke- 
lungsgang nicht zu unterbrechen, sollen diese Sätze und noch einige, die 
gerade nöthig werden, unserer Abhandlung voranstehen , um im Laufe der 
üutersuo|pug darauf zurückweiseu zu können. t 


!•!•} O' .1 


II. 


I. I. 


u:j 


Einige Half stütze von Combinationen. 

Die Art, wie die Gruppen der Verbindungen einer bestimmten Classe 
in die niederer Classen zerlegt werden können, ist sehr mannigfaltig und 
leicht zu finden. Wir theilen folgende Art ohne weitere Begründung mit. 
Die Bezeichnungsweise ist diejenige, welche in unserer Lehre von den 
Combinationen zum Grunde gelegt ist. 

3. flu •••■ fl.) 1 = a 3 , . 

4. C (a, , Oj,.... fl,)* — aß 1 (o, , a 3 , < 

Ö- C'(a„ a 3 , . . . . a,) 1 = (a 4 ) 1 -f (<*r) 1 («,, a,, 

a, C' (tii , a, , 

6. C(a,, fl,, .... a r ) k = a 7 C(a l )'C(a i1 a 4 , a r 'f~ 7 

-j- a, C\a, , a,) 1 C (a* , a Si .... a,.) i-5 
-i-a«C(« 1 , a 7 , o,) l C(a 5 , « r „ .... a r )*- J 


a r ) l 1 "f* C(a,, a r )*, 

. a,)*-‘+ C'(a,,a,, .... a,)*, 
o 3> ... . a r f + ... 
• Or) l_I + C"(a3, Oj, .... a,)*. 


*t" i+j C(a, , a, , . . . . a,_j + i )‘ C(a^_i +J , . . . . a,) 1-3 

1 •*• •••• i • • • 


7# öjj •••• ö r )* — C (öxj ä?) ...» ö r ) 

-f a „ .... a r )*- 2 

4!r/ . +03^(a lt ^ a*) x C\a>, a 4 , .... a r )*“ 2 


/ . 




CreUo’i Journal d. M. Bd. XXII. Eft. 2. 


+ a,C(o i , e,, 


a,yc'(a r y-\ 

9 
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Aas (1.) läfst sich leicht folgende Gleichung ableiten: 

G(flj, <Jj) •••• #r)* — fli) •••• ö,)* ““ fl, G(fl,, flj , .... fl.)'-*. 

Wird das Gesetz dieser Gleichung auf den zweiten Ausdruck rechts vom 
Gleichheitszeichen übertragen und wiederholt auf das sich ergebende Be- 
sahst angewendet, so erhält man folgenden Ausdruck: 

8. C{u 2 , Oy , •••• fl,) 1 C{Oyy flj, .... fl,) 1 — fl, C(a t , Ott .... fl,) 1-1 

-f- fllfllC(fl,, fl,, .... ör) l_a **** (“ flr) 11 ' 

Werden die Stellenzablen der Elemente dieser Gleichung um eine Ein- 
heit erhöht; wird dann r — 1 statt r gesetzt und jeder Ausdruck auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens wieder nach der GleQjfrung (8.) 
selbst entwickelt und das erhaltene Resultat geordnet, so entsteht folgende 
Formel : 

C (öj > ®l) • • • • fl,)' != 

^(flllflll""®,)* l *f*fll fl l®l f'(fl 1 ,fl,,....fl r ) 1 3 — .... 

fljtf, fl, fl] fl, j 

fl*«, flifljOr . 

a, a,«,! 

.... ( — )*fl} C(fl,, o,, .... o,)°. 

o}-‘ fl, 
o}- J fl? 

(«*)‘ 

Wird das eben beschriebene Verfahren widerholt angeweudet und so fort- 
gefahreu, so führt es zu folgendem allgemeinen Gesetze: 

9. C(<lp+ V , flp+, , . . . . fl,)* = 

G(a,, fl,, * • *.• fl,) l— G'(fl,, a,, .... o,)‘ C(fl,, fl,, .... fl,) 1- 1 
•4*G'(o,, fl,,.... flp) , G(o, , o,, .... a,) 1 
—Cy(a lf o„ ..... fl,)*C(fl,, fl,, •••• fl,)* - ® 

(—) l C'(a k , a„ .... fl p ) l C(a,, o,, .... a,) u . 

Diese und die vorhergehenden Gleichungen gelten nicht nur von den 
Gruppen, sondern auch, wie natürlich däraus folgt, von den Gruppen -An- 
zahlen. Aus (9.) läfst sich für diesen Fall folgende Gleichung ableiten: 
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. L * - «a (r — p)*M 

Ia FI* — 

*»+ P | p(p+ 1) 

jrr t • ji-iii *r j 2 

nl-lU 


Pp>+*)(p -f2) r*- 1 -« 
1.2.3 'IPoiT-T 
,*1* 


1 ' l*“ 1 ' 1 

P—'* _/ v| P7‘ 

; p^ifr-n — ; • lüi- 

Der Ausdruck auf der linken Seite des Gleichheitszeichens führt nur so 
lange auf darstellbare Werthe, als die Elementenzahl der Classenzahl gleich- 
kommt oder sie übertrifft, oder so lange 

r ~P 5 * 

ist Wird aber r— p <Z k, so können keine Gruppen mehr eutatehen und 
die Gleichung (9.) geht in folgende über : 

11" C(pp + 1 , Op+i f • • • • o,) 1 = 0 

88 (-'(ßl K 0 !» • • * ®r)* C (ßl > fll) .... flp ) 1 C (ßi, ö,, .... o ,)* -1 
+ C , (a 1 , a,, .... a p yC(a lt a,, .... e,) 1 -* 


(— ) l C"(a,, a,, .... a p )‘, 
oder auch durch Umstellung in: 

12. C'(ßi , fl», .... ö,,)* = C(a i, O], .... o r )‘C'(ai, a 2 , .... a p ) 1-1 

— C(o„ a,, .... a r fC'(a„ o,, .... a p )‘~ 2 

+ C(äi, o,, .... a r yC'(a t , a,, .... a p ) l - J 


(_)»-« C(o„ <*,, .... a r )*. 

Diese Gleichung gilt noch, wenn r s= p ist Es ist alsdann 
13. O l = C.C 11 - 1 — C’.C'^-fC 5 . £?'*-* — .... 

( fl lt ®»l °3* A(1 O,). 

Hierin zeigen C 1 , C 1 , C 1 , .... C' 1 , C' 2 , C /J , .... die Groppen der Verbin- 
dungen ohne und mit Wiederholungen, zur ersten, zweiten, dritten Classe 
n. s. w. aus den untergeschriebenen Elementen an. Aus (12.) und (13.) 
ergeben sich durch Substitution der Zahlenwertbe folgende Gleichungen: 

14. (£)*" =, L '■(r-1) (Py~ r>1 + r(r-l)(r + 2) __ 

. . . ( y-i *~(r— 1) (r— fc+1) 

«*• (sr = itsr- %?.sr .... 


•••• ( “ 1.2 77t: * 


9# 
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Der Satz (13.) kanu auch unmittelbar auf folgende Art durch Zer- 
legung nacbgewiesen werden: 

C(a if flj, • Or)^ (flj) * ••• * =z 

a.C^yCXth, .... a r f-' + <hC(a n a 2 )'C\a „ .... a f ) t - , + ... 

•.... + a r C{a l2 a r y C^a,) 1-1 

-f- a, C(a s , . . .. fl^'C^«, , .... o,) 1-2 + <hC( a n « »• * flr) 1 C?(Pn • fl r) 1 2 • *• 

.... + ö^.|C(fl r ) l C'(a r _ 1 , o.y -4 , 

— C(a 1} .... a r yC'(a n .... a,) 1-1 = 

— ajCCoj a r )‘C"(a„ .... — djCCflj, • - •• O' C'(«2> .... o r )*~ 2 ••• 

... — C(a,)‘ O (a r _, , a )‘ -1 

— fl, C (fl 2 ) .... fl,) 1 C' (flj ) .... fl,;* - 1 — öj C (flj » • • • • fl r ) £• (flj , • • « • fl r ) . « • 

. ...— Of—1 C (ßr-l » Gr) 7 C' {flr— I» flr — 1 1 flr) , 


+ C (fli , .... O r ) 1 1 (fll * .... flr) — 

+ [fl, 0(0?, . . . . fl r ) 1-2 C^(fll , «... Ar)* "f" flj C(flj > * • Ar) 1 ’ C(fl'! ) • • • * Ar) 1 "«. 

. . • • + O,— 1+2 C (fl^-l+} f * • • " Ar) 1 ” 1 G ( a r— 1+J «... Ar)' J 

+ [a 2 C(ayy C( q 2 , .... ö,) 1 - ' *f- fljC(ox t o%y C(a At .... a ,) 1 .... 

.... flr— l+ 2 ^(fll> .... flr— 1+1 ) C((i r — 1 +J) .... fl,) J) 

i c (flj , öj j .... fl,) 

•jh [flr Cffl.V G(fl,, .... 0,y~~ 1 flj C (flj 2 flj)* C(O t ) • ••• flr) •••• 

.... fl/wl +2 ^ (flj , .... fl, l+l) fr (flr— 1 +J .... fl,) J. 

Werden die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ver- 
einigt, eo fiudet man, mit Rücksicht auf die Gleichung (7.), durch Summirung 
der ersten Uorizontalreihe 

C' k = OC l ~ k — OC^ .... (—)*“' C* 

(flu flj j flu a J' 

Diese Gleichung fallt mit (13.) zusammen. An diese Gleichuugen 
schließen sich nun leicht folgende, deren Begründung keine Schwierig- 
keit hat, 

1 6. C‘ (flp 4 1 , flp+2 ) ..•• Ar) J= 

C^öj, Ol, .... Or) 1 fl)) ••«. ^yC'(Ou Ar)' 

, .,v . -f- C'(fl,, flj, .... Op) 2 C' / (flu .•.• °r) _ 

— ( fll y Ozy . fi • • 0^) J Xy t (öl 9 • • • • Ör) 


'fttrtv / 

käI’J 


v' 


■ i»; 


(~yc^(flu 02 » .... 


w 


»<? 


Digitized by Google 



2. Oettinger, über die Zerlegung algebraischer Brüche in Partialbrüche. 69 


; - ir. 

C(a n a,, 


18. 

O (flj , öjj •• 


C( a i1 ®1) ®r) A 1} •••• ip) 1 — 

... a r )* + C(aj, .... a ,) 1- 1 C(b t , A a , .... A p )‘ 
+ C(a. Or?-C(b iy b 2 , .... A ;j ) 2 

+ C(* If A t , •••• A,,)*, 

C'fflu a, ) •••• ö rJ A,, Aj, .... 
a^ + C^a,, .... a r )*-‘C" (A„ A„ 

-f* C'(a„ ü], .... o r )* 2 C'{b ly Aj, 


* p >‘ 


V 1 


+ C fe (Aj, Aj A p )‘. 

Diese Gleichungen gelten, wie leicht ersichtlich, nicht nur für die Gruppeu, 
sondern auch für die Zahlen -Ausdrücke derselben. Deswegen ist auch 

1 ». -(rr'+^.Cf 

8 „. = © M +f ($r+<$r<itr+~.+<fr. 

(r-f-p) 1 '- 1 __ r*f-‘ . p r »-il-i p3!-i r^- 2 - 1 . . p*~' 

*!• JI1 — "pii Ti' lS=i|i T jj,i • ■Jt-Jii T •••• r jin • 

Die Harmonie dieser Gleichungen mit der Gleichung (10.) tritt sehr 
deutlich hervor. Setzt man in den Gleichungen (17.) und (18.) die Ele- 
mente der einen Art einander gleich und A, = A 2 = A, = ....Ap = A, so geben 
die Gruppen der Verbindungen in Potenzen über und es treten die Zahlen- 
Ausdrücke statt der Gruppen eiu. Also wird dann 
22. S], .... u ry hP) = 

C(ü 1, öj, .... fl r )*4' £ ®!) •••• ®r) ^ 

+ ElE=i >C(a„ a,, .... a,)‘~ 5 A’ 

+ p( P7 1 ^= ^C(a 1 , a,, .... a,)^A> 


. p(p — 1 )(p — 2) ■••• 0*— *"M) M 
+ 1.2.3 .... * ’ 

23. 0(0,, a,, .... a ry b”)* = 

0(a ty o,, . . . . Or) 1 + £ C\o , , fl, , .. . . a r ) l ~ l A + (f) c '( a * » °* » * 1 * V a ^ i- ’ * 

• 
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In diesen Gleichungen wurde das Gleichsetzen mehrerer Elemente 
durch Potenzen, wie es gewöhnlich geschieht, angezeigt. Diese Darstel- 
lungen beziehen sich auf Verbindungen mit beschränkten Wiederholungen, 
unterscheiden sich aber von den in meiner Combinationslehre g. 1*. p. 15 
angegebenen dadurch, dafs die Elemente erst nach der entwickelten Dar- 
stellung den Gruppen gleich gesetzt wurdeu, 

III. 

Der Kürze wegen bezeichnen wir die allgemeine Function (I.) durch 
Jjc 

f{i±a r )<p{x±b, ) p */(c, — x) <p (du — x) 1 “ «* ’ 

worin 

<P(*±*.) = (x±W'(x±b,Y*(x±b s y (x±b.p, 

<P(d u —x) = (rf,— — ar)'*(rfj — x)'* .... (d u — x)'», 
und für f(x±a r ) und f(e q — x) das obeu schon Angedeutete zu setzen ist. 

Am einfachsten lassen sich die Werthe von D lt D t , D 3 , .... 
K { , K 3 , Kt, die oben unter dem Schema 2. aufgefuhrt sind, bestimmen. 

Um zuerst die Werthe von fl, , D,, .... zu finden , werde das 
Schema 2. mit dem Nenner der vorliegenden allgemeinen Function I. ver- 
vielfacht. Dadurch theilt sich die Gesammt-Anzahl aller Partialbrüche auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens in zwei Gruppen. In denjenigen 
Brüchen , welche fl, , ö,, .... D r im Zähler haben, und in den übrigen 
zugleich, tritt hierdurch mit jedem Gliede immer ein Factor in Verbindung, 
welcher den Factor im Nenner zerstört, und es entstehen lauter Factoren- 
Aggregate ohne Nenner, aus welchen sich ohne Schwierigkeit die Werthe 
der zu bestimmenden Gröfsen D lt D , , .... D r ableiten lassen. 

Betrachten wir zuerst die besondere Form der Functiou (1.) 

/£ 

f(x —a r )ip(x~b,f.f(c 9 —x)tp(d u — x)' u x" * 

so giebt das angedeutete Vervielfachen 

fx = [Dt (x — öj)(x — a,),...(x — a r )+Dt(x—atXx — a,) . . . . (x — a,) . . . . 
.... Dfx—at ) .... (x — a,_,)] <P(x— b.'f'fic,— xXd u — x) f “ x"-f 
wenn unter (4>M) das Aggregat aller Glieder und der au ihnen vorge- 
nommenen Veränderungen bezeichnet wird, welche durch Vervielfachen 
mit dem Nenner der Function entstanden sind. 
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Setzt man nun in dieser Formel allmülig a,, a 2 , o„ .... a r statt x, 
so verschwinden jedesmal alle Glieder bis anf eines, welches sofort ganz 
einfach znr Bestimmung des gesuchten Werthes der verschiedenen Coef- 
ficienten dieut. Fahrt mau hierbei die Bezeichnnng 

fx esc Zf u -f- B l x -f- .... -J- j B z x* — 
in den Calcul ein, so findet man znr Darstellung der fraglichen Werthe 
folgendes Schema: 


*4. D t 




(a, — a t ) («,-«,) .... (o,— a r ) 9>(o, — fe,) p */(c,— o,)y (du — «,) “o? 


A = 




» 


(«»— “»)(«*— »»)•••■ (a,— «r) 9( a >— **/*/(«»— O») y(du — o.)"o? 


A = 


(aj — 


/(aj — a,) 9 (o i — 6, ) p */(c, — a*) 9 (du — a»/“ ®I 

Hiebei ist zu bemerkeu, dafs 

«1 — 01 t 


/(01 — «,) 


(oj — a,)(aj— a,) .... (a* — ai_ t )(a*— aj+i) .... (a k — o r ) ’ 0 

1 


(a* — o,)(ai— o,J .... (ai — aj_i)(a* — aj+i) .... (aj — a r ) 

ist. Auf ähnliche Weise ergeben sich die Werthbestimmungen von A» 
.... für alle besondere Formen der allgemeinen Function 1. Für 

• f x 


wird sein 


85. D k — 


— + f(c<, —x)<p (d u — */“x" 

<n) 


f(ai — a r ) 9 (a k + b, /* f(c q — a k )<p (d u — aj)*“ aj 

Nach den uämlicben Vorbereitungen ergiebt sich für die Function 
ff 

/(* + ar ) f <* - b, f'f(c q - *) 9 (du- *)*“ . *' ’ 

wenn — a l} — a Jt — a,, .... — a r allmälig statt x gesetzt wird, 

(a t -q t )2:(-)- B t a\ 


*6. D k 


oder 


27. 

l<. 


/( — a»+“r)9»(— o, — b,f‘/(c q + a k ) 9 (du +“»)'“ (—“»)" 
(a j— k )2U-YB M .\ 


* ^ ^ /(“» — «r) 9 («* + b. /‘/(Cq-i-aj) 9 (du + “i)'“ a k ’ 

wenn m = />i+Pa + + 1 ist 
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Für die Form : 

f x ______ 

’/(*+ a r ) <p (.x + b.y'ficq-x) tp (du— x)x* 

ergiebt sicli . : . 

Y «;(«!-«>) 

* ^ ^ /(— <»i+«>-)9’(— « i + fe *) P */( c 7+«l)» l (^ + a i) a I 

Uin dieWertbe von#,, A,, K Jt ...., welche iu dem Schema 8. an- 
gegeben sind, zu erhallen, vervielfache man, wie vorhin, mit dem Nenner 
der allgemeinen Function und trenne die Glieder iu zwei Gruppen. Hier- 
durch entsteht“ 

fx = [Kyfa — x) .... c q —x) + K, (c, — x) (c } — x) .... (c,— x) .... 

,... + k q ('C l -x) .... (e 7 _, - x)] f(x± a r ) (p (x + b,f- £ {d u - x) x* 

+ (4 , N)f(c q — x). 

. •• _ _ __ # 

Werden hieHn allmälig statt x die Werthe c,, c„, c„ .... c, eiu- 
gefübrt, so verschwinden alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen und es 
bestimmen sich die Werthe der fraglichen Gröfseu durch folgende Gleichung : 

29. A* — Hc^ar) <r{c k ±b,f‘ f('C s -e l )<rVv-Ci)'“ c\' 
worin die Gleichungen 

f(c k ±a r ) = (c k ±a l )(c t ±a,) .... (c*±o r ), > . 

(p {Cl ±b,r = (Ci±* 1 y’ , (c 1 ±6,y” .... (c k ±b.Y\ 
f(c q -—c k ) s= ( c i — e l){ c t — Ci) .... (c q c*), 

(p(d u — Cif u = (rf,— Ci)'’ .... (rf u — <?»)'“ 
die einzuführenden Werthe andenten. 

Behandelt man nun endlich noch die Function 

f x 

/(a?— «,)/(* + K) tp (x ±b.f* f(c<, — sc) cp (du — x)' u x* 

um die Coefficienten, welche durch Zerlegung der Function f{x—a r ) in 
Partialbrüche nöthig werden, zu bestimmen, so erhält man 



*®‘ Dl 8=5 /(a 4 — <»,)/(«, + *>-) » («|± 6 ./‘/(c, — «») 9> (<*» — 

Die Werthe der Coefficienten für die Partialbrüche, welche sich auf die 
Function f(x -f A„) beziehen, und die durch fl„ fl,, fl, fl, bezeich- 

net werden sollen, bestimmen sich durch die Gleichung: 
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31 . //, = ( — f (*,— A r )z ;(— YBthl 

A— K — , a r ) )/(— h t + h r )<p (_, Ä„ ± 6, )P ./( C)> + hr) 9 ( rfu+ h j u (h -J n • 

Id dieseu Ausdrücken gelten die oben angeführten Bezeichnungen gleichfalls. 

r • . 

Besondere Fälle. 

d * n vorstehenden Gleichungen lassen sich nun leicht besondere 
Falle bei Auflösung verkommend er Beispiele ableiten. Ist, um auf das Ein- 
fachste zurückzugehen, die Function 

fx 

fix — o r )x" 

in Partialbrüche zu zerlegen, so sind die Coefficienfen der Brüche, welche 
sieb auf f{x — ö,) beziehen 


38. D x = 
Dt ss 

D x = 
• • 

Für die Function 
ergiebt sich 

\ 

33. D x = 


*. B, a’ -f- .... 

(«. — — o,) .... («,— 

(“» — »,) .... («, — a,).o; , 

( a,— °») t“» — — o 4 ) .... (o, — a,). a ; * 


f x 


f{x — a r )(x±b) p x* 


< a i~ °J )(«,— Oj) .... (o,— a«)(a, +6/oj’ 

z > 2 = 

*<*t) •••• (a a — a r ) (a 4 + 6 )PaJ 9 

Di = 7 fl, + B, . 

«,)(«,- a 4 ) .... (o,- ’ 

****•#• 

* • • • • 

Kommt dasBinomium («+*/ in Betrachtung, so kann auch eines der Ele- 
mente fl,, <»,, .... o, so grofs als b sein. 

Für die Function 


ist 


/(* — °, )/(* + A.)(x + 6)P . x» 
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«4 n B,, + B,g, + B, «! + •••• . 

Ui — (ai _ flj)(ai _ 0i) .... („,_<,,)(«,+*, )(a,+h t ) .... («,+*,)< •liW 

n S a + P| a : + ^»°’ + -" 

2 (o,— <*,X°i — (a,— «S-)(«j-fÄ, )(<>i +*»)-. ••(oj+M( a t± 6 ) Po ! 

• •••»••••••• ••••••••••* 

»» / \»+r ß» B t ft, + B, ftf — .... 

„ , B.-B,h, + B,ft»,— . ~ 

"<=(—; (Ä,-h» l XÄ 1 +«,)....(Är+« 0 (- A ,+ A .)(- A »+ A .>-(- A »+ A .X- A .±»W’ 

r» / \*+ r b, — b, a, — 

1 ' ' (/i j-f-OiX/'i-t- 0 ») •• *»+ A 4)'”(— *»+*rX — A «i A ) PA « 

Für die Function 

/£ 

/(*+a,)(*-ty ’*’7 

n t .yty»» 1 B fl B, a, + B t o, .... 

35. Ui { ) ( 0 | — a t )(a,— o t ) a,)(«,+ 6 )Po 7 

n / y+p+n-i B 0 — B,o, 4-B,o;— .... 

n / y+p+n-i B» B, o, 4~ B, », — .... 

1/1 ^ ' («4— »JC 0 » — «*)(«»— “l).. ..(«»— < 'rX 0 *+*/ 0 " 

u. s. w. Die Zahl dieser Fälle latst sich nach Willkür ausdelmen. 

Soll die Function 

t 

(x* — 6 x* -J - 11 x — 6 )x* 
in Partialbrüche zerlegt werden, so ist 

1 + x 1 + x 

(x* — 6 x* llx — 6 )x’ (x — l)(x — 2 )(x — 3)x* ’ 

und es ist in (38.) B „ =1, Ä, = l, a t = 1 , ß 2 ~ '2, a, — 3 , fls=2 zu 

setzen. Dies giebt 

° 1+1 _ 2 _ 4 

— (1 — 2)(1 - 3). 1* — O “ 12 

n _ 1 + 1-2 3 _ , 

" s (2 — 1) (2 — 3). 2* 1,1.4 *’ 

n _ * + 1. 3 JL _ z 

— (3 — 1)(3 — 2). 3* “ 2.9 “ T 

Hiernach siud die Coefiieienten der Brüche in Beziehung auf die Function 
fix — a r ): 

* +■*• __ 1 J L ? f-(+2V). 

(x>— 6 x*+llx— 6 }x* x — 1 4 (x — 2) ‘ 9(x— 3) ~ ' 
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Soll die Function 

1+2* _ 1+2* 

(x* + 6*» + ll*+6)x* (*+l K*+2 )(x+ 3) x* 

in Partialbrücke zerlegt werden, so ist aus (35.), wenn r = 3, p = 0, 
n = 2, B l = 1 , B 2 = 2, o, = 1, a, = 2, a,= s 3 gesetzt wird : 

n / . i 1 **" 2 . 1 . 

e!S ^ ' (1 — 2)(1 — 3).l* * ’ 

D * ^ ^“"^(2— 1)(2— 3). 2» “ +^V 

= ^ (3—1) (3 -2). 3» = 

und es ist 


1 | J I 9 I / / A7\ 

l*'+6*» + lJ*+6)*» “ 2(*+l) ' 4(*+2) ‘ i'8(*+3) ‘ W™) 

u. s. w. Der begleitende Ausdrnck (v^jV) bezeichnet die noch Cbrigen 
Brüche, deren Coeflicienten in dem allgemeinen Schema durch A U ,A U .... 
angedeutet sind. Ihre Berechnung soll nnn gezeigt werden. 


IV. 

Um die Werthe der Coefdcienlen Aj, A t , A 2 , .... A,^ in dem all- 
gemeinen Schema 2. za bestimmen, gehen wir von der Untersuchung des 
einfachen Falles 

/* 

/(* — Sr)*» 

aus. Setzen wir nämlich uack (2.) 

4. A-\. | _i_ _l A»—\ , D t , D t . . D r 

f(x— a r )x“ i* Tji-lT^lT.'.'T x +ar — a t — o, '*“*'* — , 

so wird durch Vervielfachen mit dem Nenner: 

86. fx = [Ao+Ai^ + jdjar’ + ^l,^ + .... + A^ x ]f(x — a r ) 

I f t),/!*— Or) , Pi/(*~ °r) , , D,f(x — a r )l 

"* L x — a, ' X — a, "* ' x — a, J 

Werden die in diesem Ausdruck angedeuteten Entwickelungen wirklich 
ausgefübrt, so kommen in der ersteu Reihe auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens alle Potenzen der Größe x, die zwischen 0 und r+n — 1 
liegen, vor. In der zweiten Horizontalreihe werden sie auf die Grenzen 
von n bis r + n — 1 beschränkt sein. Hieraus folgt, dafs die Potenzen 
von a?' bis welche aus dieser Entwickelung entsprungen, ausschließ- 
lich die Vorzahlen •••• -^*-i führen müssen. 

Halt man diese Bemerkung fest und macht die nöthigen Entwickelungen 
für die erste Horizontalreibe, so kanu mau allein hierdurch die Werthe der 

10 * 
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Vorzahlen A„, A t , A 2 , .... bestimmen; denn man hat za diesem Ende nur 
die Vorzahlen, welche zu einerlei Potenz von x in dieser Entwickelung 
und in der Reihe, welche durch fx angedeutet wird, gehören, gleich zu 
setzen und dann die Werthe von A ü , A t , A 2 , .... auf ganz elementare 
Weise abzuleiten. 

Nun ist bekanntlich 

f(x—Or) = {x—a i ){x—a 2 ) .... (x—a r ) 

= x r — C'x r ~ l +C 1 ar~ i — C*x r ~'+ .... (—) r C r 

(öi, ö,, ö } , fl,, .... o r ). 

Wird dieser Ansdruck in (36.) eingefuhrt, vervielfacht und das Resultat 
nach den steigenden Potenzen von x geordnet, so ergiebt sich folgende 
vergleichende Zusammenstellung : * 

37. B a + B l x-\-B 1 x rt + ByX* -J- .... 

= (—y [CA + CA, X + CA 2 x 1 + C'A, x*+ .... -f- OA^. , a?—‘J 
(— ) r -‘ [C- l A x + C~ l A **+ .... + C'-'A^x’- 1 ] 

(—■^[C^A^+C^A x J -f .... + C'-'A^x*-'} 

c-r 3 [C"- , 4 ,* 5 + .... +c~*A^ar*\ 


(_)—+’ e— +'a u x*- 1 

(ö x , O,, ö,, Ö«, .... Or). 

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen zwischen den Yorzahlen: 

B 0 = (—) r C r A 0 , 

B t = (—y(CA—C- l A), 

B, = (—y[C'A — C’~'A i + C~*A], 


B k = (-y[C'A k -C'-'A l _ 1 + C'-'A l _ a - .... (-/C-UJ, 
welche auf ganz einfachem Wege zu folgender Zusammenstellung führen : 
.B„ 


38 . Aq 
Ay 

A 2 


c-r 

(-y§H ^ 


(-?£ + 


c- * 

C'-'A 


C~*A. 


a 3 = (-y^+ 


o 

g- 1 a 2 


G' ■ 
C^A, 


Ai = (-)^ + 


C' 

• • • • 
< T-'Ai 


C 


1 V^A, 

1 gr~ > 


C^Ai^s 


(Oj 


>i» 


Cf 

«2» 




c. 


/ „ ^»- 1 C' *A t 
".•l / g? » 


«,)• 
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Diese Bildungsweise ist zurücklaufend. Sie läfst sich in folgende ein- 
fachere Formel uniformen, weun man den Hülfsatz 

«io C( g i . »«. •••• •■■)'*“* r(l 1 

C(ä,, °>> •••• «*r) r Nil* **** a r ) * 

der sich leicht rechtfertigen läfst, zu Hülfe nimmt. Hieraus wird 
40. Jo = (— yC r B ü , 

J, = (-yC'B^C'A, . . . ,-iV- -r-i 




HOiJeuul l'jh 

,,,,,, 

J, = (— ) r C r -f C 1 Ji_j — C 1 Jj _ 2 -f- C J J t _, — .... ( — )*“* C* Jo , 


1 1 1 1 > 
«4’ «7/ 


.ir'ilmJW 1.T) 1 

B9W9)0^ l)il> THl*. 

Benutzt man diese zurücklaufende Bildungsweise, um eine unabhängige 
Art zu erhalten, so sind die Werthe für J,, J,, ...., so wie sie durch 
die frühem Gleichungen gefunden sind, in die spätem einzuführen. Es wird 

J* = (-yc-m+c'ay 
rill i) 

Wird der Werth vou J, und Jo in die dritte Gleichung eingeführt, so 
findet mau 

J 2 = {—yC'(B t +C B t +C'C'BA 

—CBS 

(111 1\ 

wenn man Rücksicht auf die Gleichung (18.) nimmt. Eben so erhält man 
duroh Einführung von J^ J„ J, in die dritte .Gleichung von (40.) 

J, = l—yC'(B i +C'B i +C l C a B l +C t C*B 0 \ 

—C'Bt—C'C'B , ! 

+c^\ 

= ( — yc^B, + C*‘ 2?, -f C* B t + C'B 0 ), 

(111 J.S 

Führt man diese Substitutionen fort, so ergiebt sich folgende Zusammen- 
stellung: 


* 




L 
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41. A = (-) T C r B B , . : •• 

A = (-yC'(B, + C'‘B l ) + C”B ü ), 

A = ( — yC'(B 3 -{~C' l Bj-j- C n Bt + C» B 0 ) , 


= (_y + C' 1 D t _, + C" + C* J? 4 _ 3 + . . . . + C' 1 /*,), 

r 1 1 1 l') 

Die Gleichungen (40. uud 41.) lassen sich unmittelbar auf die Zerlegung 
der Function 

. . fx 

(x — Vf x" 

anwenden, wenn die ungleichen Elemente einander gleich gesetzt werden, 
b an ihre Stelle tritt und r in p übergeht Es sind alsdann die Potenzen 
statt Verbißdungsgroppen und die Zahlen- Ausdrücke statt dieser einzufüh- 
ren. Dann wird aus (40.) 

42 . a = (— yf? 1 - 

a , - (-yfj+r4. ; . .. ’ 

Al = ( — / ~ b V + h 1.2 t«’ : •' r > ” 1 • 

. , . pA t p(p—i)A,^p{p—l)lp—2)A 0 

■Aj = (— / — b 1.2 A* T . 1.2.3 6» ’ 

• • • • 

. , , pA-i P(P— t)^*-« i_ / \i-i P( P— !) ■•■•(?— H- l) 

-A* = (— — I 172 ^TTT—t — ) i:ar... * " a* 

Aus (41.) ergiebt sich , * . 

4». i. =■(— r|j ( ■■ •• • • •••■ 1 

4 . _ <-y£(*.+f •*>), 7 

4 . - <->*<*+•* 

# . . , • • . « *V » •* * • • f *1> •* r » * |P* 

A k «■•(• £ (*» + f + (iF J » ,u •' 
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Hieriu ist der Kürze wegen (y) * = HPrHKp^S);^. ^ p "h* — gesetzt. 
Die Function * 

/* 

/(* + «>•)*■ 

wird sicli non gleichfalls ohne Schwierigkeit in Partialbrüche zerlegen 
lassen. DieWerthe für An A t , A,, .... ergeben sich aus (40.) und (41.), 
wenn — a,, — a ,, — e,, .... — o r statt a L , a,, .... a, gesetzt werden. 
Es entsteht alsdann 

.... —C'A 


CTB^-O» .... (— YC'Ao) 


Eben so läfst sich die Function 

f* 

f (a r — x)x" 

leicht in Partialbrüche zerlegen und es Iasseu sich dieWerthe für A^, A„ 
A, f .... bestimmen. Die Entwicklung wird leicht durch das Schema (87.) 
gefunden, wenn man bemerkt, dafs 

f{a r — x ) = C r — C' -1 x C’~- x 7 .... (— ) r x r 

(°lf ÖJI °}> * ®r) 

ist, und dafs durch Einführung dieser Wertbe die Horizoutalreiben in (37.) 
abwechselnde Zeichen bekommen. Die hieraus hervorgebenden Gleichun- 
gen haben folgende Form: 

46 . Aq cs C B„, 

A, = C'B t + C l A 0 , 

A 2 = C'B 2 + C'A X — £7*4, , 


44. A t = C'B k — £7*4-.— 

(1 1 1 
\a,’ a t ' a,’ 

45. Ai — C'(Di— C' , Ä,_ I + 

(111 


47. 


Af ss C- r B\ -j- C l Ai^i “• C 7 Ai^2 • * • f 

ft 1 1 

k' •,» •,* 


(-)*-* VA, 



t 


A, = C r B u , 

4 = C(B + C‘'B U ), 

A» = C'(B a + C'‘B, + C’BJ, 

di — C r (JBi *f- C n B x _ x C' 5 Bi_a + • ■ • • 



+ V'BX 

1\ 
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Hierdurch sind auch dieWerthe von Aq, Ai, A 7 , .... fllr die Functionen 




48. A k 


Ju. (x + i)Px* 

gegeben und es ist 

B k „Ak-i p (p — t) -Ai-, 


und 


/x 


br~~ P b ' 1.2 ' 6 a 


(d — xYx* 
P(P — t) 




•»»Bl-a 


1. 2 
\W S, 


fp-t+1) ^0 

77 k ’V* 


50. 

51. 


, Bi . t A k —\ 

A * = ✓+!*-*-• 


i* 


f « — 1) 


+ 


/ \A— 1 *(* — i) ..■■ (l— &■— 1) 

‘ 1.2 .... k ’ 7F ' 


A * *= jC^ + T'^ + Ct) % 5 +- , **+At) |t)- 

Man erkennt leicht die Uebereinstimmung, welche unter den hier mitge- 
theilten Gleichungen herrscht 

Aus den bisher gefundenen Resultaten lassen sich die Werthe von 

A u , A t , A , , ...., welche bei der Zerlegung der Function 

/£ 

/(x — o A )(x — 4)Px* 

in Partialbrüche nöthig werden, leicht ableiten. Von den in der Function 
f(tc — a r ) vorkommenden r verschiedenen Elementen werden p unter sich 
gleich zu setzen und an ihre Stelle wird b einzufügen sein. Die übrigen 
h Elemente sind, als verschieden, in Calcul beizubehalten. Durch dieses 
Gleichsetzen gehen in den Gleichungen (40.) und (41.) die Gruppen der 
Verbindungen in Potenzen mit den entsprechenden Zahlen -Ausdrücken über 
nud die Gleichungen (22.) und (23.) kommen in Anwendung. Zur Bestim- 
mung der Werthe von J«, A t , A„ .... ergiebt sich folgende Zusammen- 
stellung für die zurücklaufende und unabhängige Bildungsweise : 

5*. a = 

A = + (<?’+')-*>■ 

A = (-r’^+(C‘+$A-(C'+^+^jä)A, 

a - (-)‘ w ^r + ( c '+ -(c + 1 £'+ {ä- 7 ) a ^ 

ir ..;( r )*-(c*+f.^ + J^C*- .... +*£.£)A, 

(‘ i, i, i). 

va,’ «» a k y 
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53 . 4 , = 


4, = (-)^£[b. + (c"+0b..], ' 

4 = (->*' $ [o, + (<?' +£)«.+ (C-+ 1 C" +(£)'"■ ±) fi„] , 

A> = (-)*+' ~ [ö. + (C' 1 + £) (C"+ !<•'’+ (ff. p) ft- + . . . 

.... + (0»+f C‘-‘ + (f)’ !, ^+ .... + ({f.£]ft, 

111 1 

a, ’ o, ’ <**' 

Wird io diesen Formeln — <*,, — a 2 , .... — o* und — b statt a, , .... 

. . . . a, und ä gesetzt, so ergiebt sich unmittelbar aus ihnen die Werthbe- 
stimmung für Aj , J, , j 4 2 , .... bei Zerlegung der Function 

fx 


/(ar+ o*;(x+ 6)P x" 

in Partialbrücbe. Es wird dann aus (52.) und (53.) 

c ‘ a (C" + (c- +fc+ 


54. i4j == 


bP 


....— (C‘ + £ C 1 -' + ff jr c ‘"’- • • ■ fei) A, , 

55. 4,= £[s._(C«+i)l»„ + (C» + f<f + (f)’"l)S^ + : ... 

••••(-)■ (c" + f «?*-*+ (ff +....+ (ff £) ft], 

(i i 1 i\ 

\fl 4 Oj Ol «A / 

Aus (46.) uud (47.) ergiebt sieb für die Zerlegung der Function 

i f X 

/(«* — x){b — xfx"’ 

56. 4 l, = ^r ! + (C" + f)ft--(C+f + — ■••• 

• ••• ( — )*' l (^ 1 + f C 1-1 + + .... + % 6 i) 4. , 

57. 4, = ^ [O. + (C- +f ) fi._, + (C" + J C- + fl,_, + .... 

.... +(C- + fC- + ftf^ + .... +(f)"p)ft]> 

fi i i l'l : 

i-.’ 

Cr«U*‘t Joornil d. H. Bd. XXII. Hft. 1. . ,11 
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Eben so leicht ergeben sich hieraus die Bestimmungen der Werthe Für 
A u , A n A,, .... bei Zerlegung der Functionen 

fx ! fx_ 


fx 


(x — o)P(x — t>)?x"’ (x-\-a)P(x-^-b)‘>x" ’ (a — x)P(b — x)?x* 

in Partialbrüche, so wie für Functionen, welche einen anderen Zeichen- 
wechsel haben. Wir übergehen sie jedoch und wendeu uns zur Darstellung 
des allgemeinen Gesetzes, welches wir durch Verfolgung des angedeuteten 
Weges ganz leicht gewinnen werden. Soll nämlich die Function 

fx 

f(x — o»)(x — by (x — c^x* 

in Partialbrüche zerlegt, und solleu die Werthe für A^A^Ar,.... gefunden 
werden, so ist es nötliig, unter den h ungleichen Elementen </ unter sich 
gleich zu setzen, an ihre Stelle c einzufuhren, die übrigen m verschiedenen 
Elemente aber unverändert zu lassen. Wendet man diese Bemerkungen 
auf 52 — 57. an, so zerlegen sich die Gruppen der Verbindungen in Po- 
tenzen und Gruppen von Verbindungen nach den Gleichungen (22.) und (23.) 
und es ergiebt sich zur Werthbestimmung von As A n A„ .... bei Zer- 
legung der vorliegenden Function in Partialbrüche : 

C m n 

58. A, = (-)" +p+ " ° 


b p c"' 


Ai «= 


c-)' w v ? l +( c '+ §+})■*» 

a, = (-i-** ££+(<?*+{ +i) A ‘~ 


c-+c(f+f) 


+ts+^£'-‘ 


A, = f + *)4- 




b.c ^ 

i P I j P ’ 1 " 1 | g’ 1 " 1 


Af 


A, 


b.c 
>*>~1 


1 IUJI+ 13 |*c> 


c+^a+^+cGC+K+ss), 


P »- 1 . p' -'-i , n "- 1 , g » 1 
1>I*6» ' i*l | . 5* « ~ l Jll 6.e* ‘ l 1 “« 1 


At 


,t l. i i. 1 \ 

\al } «**’ o»’ “i’ # 

Diese Formel dürfte hiureichen, um das ihr zu Grunde liegende 
Gesetz erkennen zu lassen. Es ist folgendes. Die Vorzahlen, welche 
den Buchstaben Ay A it A lt . 


auf der rechten Seite des Gleichheit»* 
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Zeichens z.ugeliören , sind die Verbindungen mit Wiederholungen zur Isten, 
Sten, 3len, .... Classe. Die Elemente, woraus diese Verbindungen ge- 
bildet werden sollen, sind einerseits das Zeichen C mit den dadureb ange- 
deuteten Operationen, andererseits und Tritt bei der Ausführung 
dieser Operationen das Zeichen C zwei, drei oder mehreremal mit einander 
in Verbindung, so deutet dies die Verbindungen ohne Wiederholungen zur 
Sten, 3ten Classe u. s. w. an. Tritt y, y einzeln oder in Verbindung unter 
sich und mit C auf, so deutet dies auf Potenzen von der sovielten Di- 
mension, als die Wiederholung anzeigt. Mit *- tritt ferner eiue fallende 
Bruchfacultät von p in der sovielten Dimension zusammen, als die zuge- 
hörige Potenz angiebt; mit y aber eiue fallende Bruchfacultät von q von 

der zugehörigen Dimeusion. So tritt z. B. mit ^ die Facultät y Tl - als Factor 
in Verbindung, mit die Facultät aber die Facultät 

n - *• w - Die Ausführung dieser Operationen soll allgemein durch 
das Zeichen FC'(C, — , — J 


ausgedrückt werden, wobei das Zeichen F auf den Zutritt der Facultäten 
aufmerksam machen soll. 

Wendet man nun diese Abkürzung an, so fuhrt die obige Formel 
zn folgender, worin tn +/> + 9 = •* gesetzt ist: 

8». 4, = (_)>£5i, 

A.=(-y£l+*v(c, I, i)U, 

A,=(-r%%+rv(c, i. 1)‘a,-fc(c, i, 
A,-(-Y$%+*V(C, i, i)U-FC(C, i, • . 

+FC(f, i, i)U„ ■ 

A* = (-r~i + FCiC, i, i )'A^-tv(C, i, 4)X. 

... ( -r*FC‘(C, i, ±)\, 

• v. (L 1 1 * ± i'l 

Vi, ’ a, * « 4 * a k F 
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Die Vergleichung dieser Zusammenstellung mit (58.) wird dazu dienen« 
das Gesagte zu verdeutlichen uud die Operationen, welche hierin angedeutet 
sind, genau zu bezeichnen. 

Wendet mau dieselben Schlösse auf die Darstellung (58.) an, so 
erhält man Gleichungen, welche die Wertbe von A , , A t , A 2 , .... durch 
eine unabhängige Bilduugsweise bestimmen. Die Formel, welche sich 
hieraus ableitet, unterscheidet sich von der vorhergehenden nur dadurch, 

dafs mit den Potenzen von uud — die steigenden Bruchfacnltäten von 


den zugehörigen Exponenten p und q in Verbindung treten und dafs das 
Zeichen C' auf Verbiudungeu mit Wiederholungen sich bezieht. Diese 
Abänderungen sollen durch das Zeichen 



augedeutet werden. Hiernach findet sich für die unabhängige Bildungs- 
weise der A folgendes Gesetz: 

60. 4, = (-)-<LA. ' 

A = (-)' £ [»■ +r , c-(c,i, {)' fl.], 

A =<->•;£ 1». +^c(e. i , f)‘ ft (e, ‘ , i) ä.] , 

A = (-)• [fl. +FO(C‘, i , {) fl._ +FC- (C-, i ,i)’ft„+ ... 

...+ftC'(e,i,i)ft]. 


Werden nun dieselben Schlüsse auf die Functionen 


fx 


and 


fx 


/(x-f-a„)(x-f- f(a m — x)(6 — x)P(c — x)“»x* 

angewendet, so finden sich leicht aus (64 — 67.) folgende Gleichungen : 

“• A ‘ = i,i)‘j^-FC(c, f .... 

• , / ; ■ ....-fv(ai,i)U, 

6*. a = A i , 4)'fl l .,+r'C'(c-, i. i)’ß„ 

...M*ftC'(e, i,i)ft], 
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63. A k = + •••■ 

• • • • ( — ) l_l ft C' (c, , ~) * 

64 - J * = [ ß * + F ' C ‘ ( C > T » t)'®*-* 7 . 7)’*-* + ■••■ 

....+FC'( 0 ',±,i)*I* ) ]. 

Aus dieser Zusammenstellung ist das allgemeine Gesetz, welches 
durch Verfolgung der hier vorgelegten Eutwicklungsweise sich ergiebt, 
leicht zu erkennen. Es gelten danach für die Function 



/(* — a r )(x — b ,)?• (x— b t ) p *. .. . (x — 4 1 ) p *x' 

folgende Gleichungen, worin m = r+Pi+/ , 2+/ , j +*»**+^. ist: 

65. A t = 

— FC'(C,£-, i,., 


' , .. (_)‘-»FC'(C, 4 », 

66 . = (— )" [ ß ‘ +if ' CV Bi ~' 

+F , C' {C', ^ , £ , £ , ... . £) Ä*_, 

• ••«••••••••• 

+pc-(c,i,i,i £)*«,], 

fl 11 

W «,* o,’ a r r 

f* 


Für die Function 
ist 


67 


/(x+s,)(x+5 l ) p '(x+4 t r» ....(x+t-.y* x* 

. A.= Feie, A-, .... £Ya i_ t 


— FG'(Q •••• .... 

—FC^C, .... 
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hi 


68 ' i,i i K, 

+ JW (c. £■ •••• sK. 

• • • • t • ^ # • • , ( a 

(-'freie, i, i i)**], 

(f, f, i, .... •). 

VI, o, a, Or' 


Für die Function 


/* 


69. 


/(a r — x)(x — ^»(x— fc,)*» .... (« — &,/.** 

* = K^^.+ Fc, i c ’ h h sK. 

— Fe(c, J., J-, .... 

*****••••••■» 

<-^FC'(c, i, i ±)*4, 

,0 D'b, 

+fc(c,±., i ‘y B , 


+rc(c-,l, 1 >)**], 

(1 1 1 1\ 


Für jedeu andern Zeicbenwechsel ist aus (65—68.) das Gesetz leicht ab- 
zuleiten. 

Kommt der Factor f(*±a>) oder f(a r -x) nicht in der za zerle- 
genden Function vor, so fallen alle sich hierauf beziehenden Operationen 
weg und die Darstellung vereinfacht sich. So wird aus (66.) und (66.) 
für die Function 

/* 

(x— fc.f'x* ! 

71 . A l =(,-ry ;; ^~+Fe‘^ l -FC'A u ,+BV‘A^.... 

....(— y-'Fc-A,, 
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1 

iMik-rJrw fO-'J»! 

....+ J F v C""ß 1 J, 

... i). 

U. S. W. 

Um non die Entwicklung der Werthe von A 0 , A, , .... für die 

ganz allgemeine Form der Function Nro. 1. zu erhalten, legeu wir fol- 
gende einfache Form zum Grande: 

/* 

/(*-f-o,Xc 9 — ' 

Es sei dem FrOhera zufolge 
/x A„ , A, , ^ 




/(x+«,)/(c,— X)** 
so ist 

73. f*==(J 0 -Mi*+-4* a + ----4^i f(x+a r )f(c q —x) + x\<pM l ). 

Die Entwicklung von f(x -f- a r ) f(c q — x) giebt 

Ix’-f-.... 



x+C'-’C’ 

x'+C^C q 

— C r c*- x 

—C r -'C q - 1 

—C r ~ 7 C q ~' 


+C r &-* 


• 


_C r C« _ * 


(®I> °lt ®i> • • • • ®r)» (®1» • • • • o q ). 

In dieser Entwicklung beziehen sich die Elemente a t , a, , a, , . . . . a, auf 
C r , C'“*, .... die Elemente c lt e,, c,, .... c, auf C q , Ci~ l , .... Um den 
Zusammenhang zwischen den Verbinduugsclasseu und den zugehörigen Ele- 
menten anzuzeigen, soll künftig unten an das Verbindungszeichen der be- 
zügliche Buchstabe angehängt werden. Wird die eben gefundene Ent- 
wicklung mit der Reihe nach Angabe der Glei- 

chung (73.) vervielfacht, und werden die Vorzahlen gleicher Potenzen von x 
gleichgesetzt, so erbalten wir folgende Vergleichungen: 

b 0 = c:cm„ 

cr*c: 
l-c; c:, 

cr‘c? +A C'-'C? 

I— C” c 9-1 —er 1 er 1 
\+c: cr\ 

(®n °i , 0 it .... fl,), (fi, fj, Ci, .... fj, 


Bi = c;c;A t +A 
b, = c;cm,+a 
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u. s. w. Werden diese Vergleichungen benutzt, um die Werthe von 4 j> 
A t , A lt .... zu bestimmen, so ergeben sieb, unter Beiziehung der schon 
bekannten Sätze, folgende Gleichungen: 

74 . 4 , = c;cß u) 

A t = C:C?B>-MC' a -C' e ), 

a 2 wm c: c: b 2 -4 (C l m - c c ‘) -A u (Cl-CLc' c + c ]) , 

As = c: d Bs _ 4 (Cj — £) — 4 (<2 — cl C l c -f CD 

- A{Cl - cl c l e + cl c:-cl), 


As = c; C! B k - A„_ t (C: - C' e ) - As^cl-c: Cl + Cl) 

Ao(C l a -C^ l C. + Cl~ 7 Ce — .... ( — )* Cl Cl ) , 

/± 1 i 1\ 7i i i ±\ 

Die unabhängige Bildungsweise unterliegt folgendem Gesetze: 

75. 4, = CICJZ/o, 

4 = c;c:[b 1 -i? u (c; , -c: , )] ) 

A t = c:c ^(C-Ctrz+C)], 

(£» •••• ^)» (^’ •••• £)• 

Diese Gleichungen dienen zu weitern Ableitungen. Nimmt man die schon 
bekannten Sätze zu Hälfe und hält die oben angegebene Entwicklungs- 
wege fest, so ergeben sich die Werthe von 4» Ai 4» .... bei Zerle- 
gung der Function 

f* 


f{x — a„) (x -f b) p f(c c —x)(d — xf x" 

durch folgende Gleichungen: 

76. As = ^ß | _FC(C 0 ,i,~C c ,-i)‘4. l 


-FC'{C a , i, -C c , - 1)’ 4-, 


-FC'(C a ,j,-C f ,-^y A,, 
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. +f , C'(c;,i,— c^,— D’ b,., 


. h' •••• i)’ (£• i’ «■)■ 

Das allgemeine Gesetz, welches zar Werthbestimmnng von .... 

fuhrt, läfst sich nun leicht hieraus erkennen. Es wird für die Function 

/x 

/(x+OrKx+fc.f« . . . . (X + b,) P ‘f(Cq X) (d, — x)'< .... <</„ — x)'“X» 

durch nachstehende Gleichungen dargestellt: 

C n r ffB t 

<i’-. • • 

—FC'(C a ,£-, — 

—FO{C a , .... — 

— FC'(C a ,^, .... jr,....— 5^4»» 

?[ ß ‘ 


78. zf» = 


79. 4* = 




+ ^ ^ (^*> ^ ^ — — — di * Si) ßl_1 

(r-f&C (c a , j- , j-, ....ft;* ä7» 57’*'" 37^ 

/ 1 l l i\ /lii A\ 

Vil» 37’ 57’ -• 37/’ V57’ 57’ •••* V' 

Für die Zerlegung der Function 

/* 

/(x — o r ) 55 (x — A. f'/tc, — X) 9, (du 

wird gelten, wenn die entsprechenden Gröfsen mit entgegengesetzten Zei- 
chen eingeführt werden und m = r-+-/>,+/> 2 + /’s + •••• + F* gesetzt wird: 
Crelle’i Jours»! d. M. Bd. XM. Hfl. I. 
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80. A> = (-)' 


CX.B t 


81. 


&?»....&?* d'“ 

+ FC(C a , C„ j-, £»•••• 

— FC'{C a , j-, 

(— j-, j-, .... j-, C e1 j-, j-y .... ^-) 4,, 

= (—)m &?■.... 6?* d|-....d'- l®* 


-I-f^ce, ^-, .... c;, j-, 1 -, ... 

i u>irv ( c ^ * f />' 1 1 

j~, £~, .... f. c , ... 




»t-J 


+ F ' c '[cä, .... c;, j-, .... i)flu], 

fl 1 1\ fl 1 l i\ 

Aas diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich leicht alle beson- 
deren Fälle für jeden Zeichenwechsel und jede Gestalt des Nenners der 
allgemeinen Function, die der Anwendung zugehören and die wir den 
Zwecken des Lesers überlassen müssen. Wir heben jedoch einige be- 
sondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit der gefundenen Formeln 
zu zeigen. 


Besondere Fälle. 

Indem wir auf die früher schon entwickelten speciellen Fälle von 
Nro. 40. an zurück weisen, machen wir von den hier gefundenen Resulta- 
ten eine Anwendung auf eine Function, deren Nenner ans drei Factoren 
besteht, und berücksichtigen die verschiedenen Formen, welche derselbe 
haben kann. Wir geben hiebei die entwickelte Darstellung für die Werthe 
von A t . 

Für die besondere Form der Function 

09 f X _ 

(x-a)P(x-fc)«*" 

ist 
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A, = (— y+> 


Be 


‘a p .6’’ 

3- + (£+!) A , • 

4 = <-**• ■&+(*;+ $*-<5fe2 + K + ftäSK 


^ 3 = (— )p+v. 




a p .6’ 


i / p(p — l)(p — 2) , p(p—i).q , p . q (q — 1) 
^ \ 1.2. 3. a* •" 1.2.a».6 “ l,2.a.i* 




oder 


J l = ( _y«. ? L i [ B , + (£ + i)B„] ) 

4 • tV- fr + (f + 1 ) "■ + + K + &) «•] - 


Für die Form der Function 
83 


/* 


ist 

4,= 
4 = 
4 = 
4 = 

oder 
4 = 

4 = 


(x +<./(* + &)’*• 


B, 

o p .&’’ 

Ä-fc+lK 

& - fc + 1) * - G&3? + H + Seü) '« 
&-(5+t)4-tt£+E!+*G)* 

-(S+iS?i+^+föK 

Tis fr- -(;+!)*■+ css* + h+ «.] . 


12 * 


Digitized by Google 


fj 2. Oettinger, über die Zerlegung algebraischer Bruche in PaxtiaWrüche. 


Für die Form der Function 
84. 


fx 


ist 

4> = 
A, = 
A t = 


(* -f a)P (x— bfx' 




g. 

o p 6’ r 


<->• Ä - C - i) + &£) *• ' 


oder 
A t = 

A 2 = 


(->’ ä i n '~ &- §) ®>+ (®-a+ sü*)*i • 


Für die Form der Function 
85. 


fx 


(a — x)f(b — *■)’*" 


. ist 

4, 


gp 

o p 6’ T 


4 ® Ä + (a + *)^» 
4 


= &+fc+l)A-C^+*3+fcp&*’ 


> 

\ 


&+M*-0i8ä>+a+ft#* 

■ / p(p— l)(p-2) ■ p(p-l).g .pgCg—t) 

"*\ 1.2.3. a* ^ 1.2. o*3 ^ 1.2.afc» 

. ?(g -!)(?- 2)^ 
+ 1.2. 3.6* 


oder 

4 = [®* + (ü + f) C ] ’ 

a = Jj, [ß. +(*+?)*■+ (<&£> + p d+ $$) «"] > 
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Für die Form der Function 

86 . 

ergiebt sich 
Aq = 


fx 




1*. 

a 


Al — 


oder 


a - ä-MA-GfiÖ-SI+fiSJK 


Für die Form der Fonction 


87. 


fx 


(* — a)P (6 — x)? x* 


ist 

An 

A t 

4 


{-r Ba 


b"' 


c-r&+M 
i-r Ä+6+Ö- A-(^+Üf + *%rO*. 


oder 

A (! + *)«]• 

a = (-r^[».+( +5S+ftH)«J. 


Bei der Anwendung kehren wir zu den oben gegebenen Bei- 
spielen zurück. 

Um die Function 

1 + X 

(**— 6**4-li»— 6)«* 


» J • 
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in Partialbrücbe zu zerlegen und die Werthe für As und A, zu finden, sind 
die oben angegebenen Werthe B a — 1, i?, = 1 , a l = l, a, = 2, a 3 — 3, 
r—3 in die Gleichungen (40.) oder (41.) einznfübren. Es ist alsdann 

4) = (—? • f72~.3 = ” 

A ‘ = H’Toa + l+i)(-*) = - I - U = -ib 

Hiernach ist 

1 «-M _1 3 , 2 i_ 17 

(x 5 — 6x* + llx — 6)x» x — 1 4(x — 2) ' 9(x — 3) 6x* 36x* 

Für die Werthbestimmung von A» uud A, bei Zerlegung der Function 

l + 2x 

(x* -j- 6x* -J- llx -f- 6)x* 

iu Partialbrüche, ergiebt sich aus (44. u. 45.), wenn B u s= 1, B,=z 2, 
a, = 1 , a,= 2, a, = 3, r = 3 gesetzt wird, 

. . 4 = räTä *>. 

A = + * + *V- 

Hieraus nnd aus dem Frühem ergiebt sich 

i+2x 1 ■ 3 5 , 1 1 

(x’ + ex’ + llx + ejx* 2(x+l)" r 4(x + 2) 18(x-f-3) •" 6x* ' 3öx* 

Man erkennt hieraus, mit welcher Leichtigkeit nicht nur die Werthe 

von D u , Di, Di, ; sondern auch die von Au, A if A,, .... gefunden 

werden, indem nicht mehr Rechnung als in den vorstehenden Zeilen an- 
gedeutet, nöthig ist. 

Eben so leicht ergehen sich die Werthe für A 0 , A,, A, , ...., wenn 
Binomien in dem Nenner der zn zerlegenden Functionen erscheinen. 

Für die Function 

l+2x 

(x — 2>*(x— l)x* 

ergiebt sich für A 0 und A, aus (88.), wenn D u = 1, B t = 2, a==2, 5=1, 
p — 3, q = l ist, • .. . 

4, = (— )*2^r — i> 

4 = (-)*2ri + (i+i)i = i + l-i = *. 

Also ist 

1 “f- 2 X 1 - 9|/| 

(x — 2) 1 (x— - l/x* — Wx* 16 x ^ 
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1 i 2 X ' * 

Wp g+2)»(x+l) a » er ^ ebt m ' ch ans (83.) 

= 2 *jT ~ ^ > 

Al — 2^1 + = i“ A = — A- 

Also ist 

1 +2x 1 t t * t »ti 

(x+2)»(x + l)x* = 8P‘~l6T + (^ 2V )‘ 

Werden auf diese Weise die Wertlie für A 0 und J, , welche die 
- besondere Formen der genannten Function zulassen, nach den vorstehen- 
den Gleichungen entwickelt, so ist 

l+A* _ 1 3 , , . »Tv 

(x + 2)*(x— l)x* 8i*"”l6x +(^ A /» 

1 + 2x 1 9 

(2 — x)* (1 — x)x* = + 

l-|-2x 1 3 

(x4*2)*(i — x)x* 8x* 16x + (*»), 

1 -j-2x 1 g 

(x — 2)*(1— x)x» “ ““55T""SK?+(^> 

Durch tyN) werden die übrigen Partialbrüche angedeutet, welche durch 
Zerlegung der begleitenden Binomien entstehen. Wie dieselben zu finden, 
soll nun gezeigt werden. 

(D«r Schlot* folgt) 
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tjsin$a J '6’cos^6 - sin A‘ *sin(ß-|-üi) sin(ß — Iw)* 

geschrieben ist. Diese Formel ist strenge richtig: man sieht aber sofort, 
dafs wenn a, A, c sehr klein sind, und als Gröfsen erster Ordnung betrach- 
tet werden, jeder der vier FactoreB, aus denen D zusammengesetzt ist, 
von der Einheit nur um Gröfsen vierter Ordnung abweicht. 

Nach allgemeinem Principien ist dieser Gegenstand abgehandelt, und 
auf die Dreiecke ausgedehnt, die auf irgend welchen krummen Flächen zwi- 
schen kürzesten Linien gebildet werden in meinen Diaquisidones generale s 
circa superficies curcas. 
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4. ■ ; 

Zur Kirchenrechnung, 

Formeln und Tafeln. 

(Vom Hm. Lic. Ferdinand Piper in Berlin.) 

Wie es Sache der Astronomie ist, die Thaisachen der himmlischen Bewe- 
gung festzustellen, auf welche unsere Eintheilung der Zeit sich gründet; so 
ist es weiterhin eine Aufgabe der Mathematik, nachdem die kirchliche und 
bürgerliche Gesetzgebung ein Zeitmaafs angenommen, über dessen Tbeilüng 
und Zusammensetzung in kleinere und grüfsere Abschnitte verfugt, und ge- 
wisse Epochen als festlich ausgezeichnet hat, ans der positiv gegebenen 
gegenseitigen Abhängigkeit dieser chronologischen Elemente und Epochen 
die Bedingungsgleichungen unter ihnen zu formen und deren Auflösung 
für jede darin vorkommende Gröfse zu geben. 

Die gewöhnlichen Aufgaben über die Eintheilung der Zeit, die im 
täglichen Leben Vorkommen, sind so einfach, dafs es einer wissenschaft- 
lichen Zurüstung dazu nicht bedarf. Die nächste und geläufigste Aufgabe, 
die einige Rechnung erfordert, ist die Bestimmung des Datums für das Oster- 
fest. Auch liegt es oft im historischen Interesse, in einem gegebenen Jahre 
den Wochentag eines gegebenen Monatstages bestimmen zu können. 

Der rein mathematische Charakter solcher Aufgaben wird aber eini- 
germaafsen verdeckt auf dem Wege, den zu ihrer Auflösung die Kircben- 
rechnung einschlägt. Es hat die Kirche gewisse Mittelbegriffe, als da sind 
Sonntagsbuchstabe, güldene Zahl, Epakte u. s. w. aufgenommen, auch die 
Auflösung der Aufgaben tbeilweise in tabellarische Form gebracht; wonach 
es schwer ist, das Verhältnifs der gesuchten zur gegebenen Gröfse und 
die mathematischen Operationen, denen die letztere zu unterwerfen ist, 
daf« jene aus ihr hervorgehe, vollständig zu übersehen. 

Zwar ist die rein mathematische Fassung der Aufgabe und die entr 
sprechende Auflösung seit Alters her auch in. der Kirche nicht versäumt 
worden. Man findet, was die griechische Kirche betrifft, schon im Chro »' 
tticon paschale die Auflösung solcher Aufgaben auf die mathematischen 
Operationen zurückgeführt. Aus der lateinischen Kirche sind von Diony- 
ai,as Exiguus, dann besonders durch Bed» die urgumtnla pascialia, 
Cr eil es Journal d. M. fid. XXII. Hft 2. 13 
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von den Aegyptern stammend, bekannt: das sind arithmetische Regeln, die 
verschiedenen Gröfsen der Festrechnung zu bestimmen. — - Doch ist dies nur 
ein Anfang, da die Auflösung nicht immerauf ihre einfachste Form gebracht, 
auch der Gegenstand nicht vollständig umfafst ist, nicht einmal die nöthigen 
Aufgaben gestellt sind. Insbesondere reicht es für uns nicht aus, weil jene 
argumenta sich nur auf den julianischen Kalender beziehen ; während durch 
den gregorianischen neue und schwierigere Aufgaben vorgegeben sind. 

Um so günstiger hat es sich in neuerer Zeit ereignet, dafs Mathe- 
matiker zum Theil ersten Ranges diesem Gegenstände ihre Aufmerksamkeit 
zugewandt haben. Am bedeutendsten sind die, wie es scheint, ziemlich 
vergessenen Aufsätze von Lambert (1776) und Oriani (1785). Darauf 
haben Canovai und del Ricco in ihren Element! di Fisica matematica 
(1788) der Kirchenrechnung einen eigenen Abschnitt gewidmet, nicht ohne 
Fehler zn machen. Im Jahre 1800 gab Gaufs seine berühmte Oslerfor- 
mel und eine Berichtigung derselben im Jahre 1816. Um die Zeit stellte 
Ciccolini die Osterrechnung in einer eigenen Schrift dar: Formoie ana~ 
litiche pel caleolo della Pasqua etc. Rom 1817. 8., wozu er einen Nach- 
trag gegeben in der Biblioteca italiana Vol. XIII. 1819. p. 359 — 358. 
Ihm ist Cal andrell i gefolgt (s. von Zach in s. Corresp. astron. Vol. VI. 
p. 518}. Auch ist Carlini bei Anzeige der Schrift Ciccolmi’s in einige, 
aber genaue Erörterungen über den Gegenstand eingegangen , Bibliotec. 
itaL l. c. p. 346 — 349. Dann gab von Zach (dessen Bemühung um 
diese Frage jedoch nicht ohne Uebereilung ist, — zuerst schon iu sei- 
nen Moudtafeln, 1809. p. 67, wo er die Formel von Gaufs unvollständig 
nnd unrichtig mittheilt) neue Anregung (Corresp. astron. Vol. I. 1818. 
p. 568 — 571): — worauf sich Ciccolini wiederholt (Corresp. astron. 
Vol. VI. 1823. p. 513— 516. VolXIV. 1826. p. 452— 459) undlsnardi 
(Ibid. Vol. XIV. p. 248 —253 und p. 546 — 551) mit diesem Gegenstände 
beschäftigt haben. Zuletzt haben Sch er k, Art. Ostergrenze und Oster- 
rechnung in Ersch und Gruber's Allg. Encyclop. Abllt. III. TA. 7. 1836. 
S. 30. f. 43 — 45 und A. denselben behandelt. — Die Osterrechnung 
von Pa ucker (1838) hat es nicht sowohl mit der mathematischen Formo- 
lirung der Osterregel, als mit ihren astronomischen Grundlagen zu thun. 

Die gedachten Mathematiker haben überwiegend nur einzelne Fra- 
gen, vorzüglich der Osterrechnung in Erwägung gezogen, und mehrentheil»' 
nur Resultate, nicht die Beweise gegeben. Auf eine vollständigere Erör- 
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terung der gestammten Kirchenrechnung ist Del a mb re eingegangeu, der 
sich wiederholt iu rein theoretischem, wie in historisch -astronomischem In- 
teresse mit der Anwendung der Mathematik auf die Chronologie beschäftigt 
hat. Schon um das Jahr 1785 hatte er eine sehr eingehende Prüfung aller 
Rechnungen des Clavius angesteilt und für alle Regeln desselben algebrai- 
sche Beweise entworfen; diese Arbeit aber ist zu Grunde gegangen: er 
bat sie nicht wieder hersteilen mögen (s. Dclambre Astron. Tom. III. 
1814. 4. p. 711). Dagegen hat er in seiner Astronomie für die Berech- 
nung des Osterfestes aufser der Formel von Gauls, eigene Formeln nebst 
Tafeln mitgetheilt (a. a. O. p. 712. 697 sqq. 7 13 sqq. Yergl. s. Abrege 
([Astronom. Paris 1813. 8. p.644 — 648), und in einem besonderen Auf- 
satz in der Connmss. des Tews pour tan 1817. p. 307 — 317 neue, rein 
arithmetische (keine Hülfstafeln erfordernde) Formules pour calculer la 
lettre dominicale, le nombre d’or, Vepucte et la fite de paques, pour une 
anne'e gregorienne ou julienne qtielconque ; woselbst auch mehrere Feh- 
ler jenes Abschnittes seiner Astronomie berichtigt werden. Ausführlich hat 
er den ganzen Gegenstand aufgenommeu in seiner Uistoire de F Astronom, 
moderne T.l. 1821. 4. p. 1 — 71. — Und was die Darlegung der Resultate 
betrifft, ist mit Auszeichnung zu nennen die an Gaufs sich anschliefsende 
Arbeit von Tittel, Methodus technica brevis, perfacilis ac perpelua con- 
struendi calendttrium eccUsiaslicum , slglo tarn novo quam vetere etc. 
Goetling. 1816. 4. 

Fs kommt für die mathematische Behandlung unseres Gegenstandes 
vorzüglich dreierlei in Betracht. 

1. Die kirchlichen und bürgerlichen Bestimmungen unserer Zieit- 
und Festrechnung in Gleichungen zu formen. Dies kann einige Schwie- 
rigkeit haben, bei den mitunter etwas complicirten Bestimmungen und so- 
genannten Ausnahmen von der Regel, die der mathematischen Formel sich 
nicht sogleich fügeu wollen. — So ist es, zum Theil auch durch unvoll- 
ständige Kenntnifs jener Bestimmungen, gekommen, dafs bedeutende Mathe- 
matiker hierbei in lrrthümer geratbeu sind, — was aber kein mathemati- 
scher, sondern ein chronologischer Fehler ist. 

2. Die Fassung der Aufgabe; nemlich für eine erschöpfende Be- 
handlung des Gegenstandes die umfassende Stellung der Fragen. Dahin 
gehört, dafs eiue jede der in diesen Gleichungeu vorkommenden Gröfsen 
als gesucht gesetzt, — demnach dieselben für sie aufgelöst werden. Hat 

13* 
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man z. B. eine Gleichung zwischen dem Jahre, dem Monatstage und dem 
Wochentage; so ist die nächste Aufgabe: wenn das Jahr und der Monats- 
tag gegeben ist, den Wochentag zu bestimmen. Ans Umkehrung derselben 
aber gehen noch die Aufgaben hervor: erstens, wenn Jahr und Wochen- 
tag gegeben siud, den Monatslag zn bestimmen (wie wohl im jüdischen 
Kalender, wo er dem christlichen beigegeben wird, das Datum jedes Sa- 
bats das Jahr hindurch angegeben zu werden pflegt); zweitens, wenu 
Wochentag und Monatstag gegeben sind, das Jahr zu bestimmen, — 
eine Aufgabe der unbestimmten Analytik, die aber auf historischem Wege, 
wenn das Jahr anderweit in gewisse Grenzen eingeschlossen ist, zu einer 
bestimmten werden kann, und für die historische und literar- historische 
Kritik von Bedeutung ist. — So läfst sich auch die Frage, welches ist 
in einem gegebenen Jahr das Datum des Osterfestes, umkehren: in wel- 
chen Jahren trifft das Osterfest auf ein gegebenes Datum ? 

Hauptsächlich diese Umkehrung der Aufgaben, wodurch sie unbe- 
stimmt werden, führt bei der Auflösung auf interessante Fragen und Be- 
stimmungen der Zablenlebre und erweiset sich somit fruchtbar für das ma- 
thematische Interesse. Daher es erwünscht ist, dafs hierauf noch mehr 
Aufmerksamkeit, als bisher verwandt werde; wiewohl dieser Zweig der 
Aufgaben aus der Kirchenrechuuug, der früher nur spärlich und seltner 
mit der nülhigeu Strenge behandelt ist, in neuester Zeit mehr Gunst er- 
fahren hat. Zuerst, meines Wissens, hat James Ilorsefall von einer 
Aufgabe der umgekehrten Osterrechnung im gregorianischen Kalender eine 
interessante Auflösung mittelst eines allgemeinen Theorems (der Saunderson- 
schen Auflösung unbestimmter Gleichungen) gegeben, in deu Philosoph. 
Transact. for the y. 1768. VoL LVI1I. p. 100 — 106; doch ist sie et- 
was weitschichtig, so dafs er auch nur dazu kommt, einzelne Fälle zu be- 
handeln : die Beispiele, 'wann Ostern auf seinen frühesten Termin (März 22.) 
fallt im 19. und 23. Jahrhundert. Dagegen hat Lambert für deu juliani- 
schen Kalender die umgekehrte Osterrechnung allgemein erörtert; für deu 
gregorianischen aber mittelst Tafeln nur ein Beispiel berechnet, wobei er 
eine allgemeine Formel in diesem Kalender für theils an sich zu weitläuftig, 
theils unmöglich erklärt, Berlin. Astronom. Jahrb. auf 1778. S. 226. Für 
denselben Kalender beschränkt sich eigentlich auch Ciccolini noch anf 
Beispiele, uud zwar ohne Beweise; indem er von Freihr. von Zach auf- 
gefordert zuerst die Aufgabe löset: in irgend einem Jahrhundert die Jahre 
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zn finden, in denen Ostern auf den 25. April, nnd in denen es anf den 
82. März fällt, de Zach Corresp. astron. Vol. X. p. 549 — 559. vergL 
Vol XI. p. 154; dann dieselbe Aufgabe für den 27. Märe, Vol. XI. 
p. 48 — 53; endlich diese drei Aufgaben zusammennimmt Vol. XI. p.144 
bis 149, — wozu er bemerkt, derselben Methode könne man sich allgemein 
für jedes vorgegebene Datum des Osterfestes bedienen. Von dieser all- 
gemeinen Aufgabe nun : die Jahre zu bestimmen, in denen Ostern auf ein 
gegebenes Datum lallt, im juläanischen , wie im gregorianischen Kalender, 
hat Matzka eine zwiefache bemerkenswerthe Auflösung gegeben, in 
Crelle’s Journal für reine und angew. Mathem. Bd. 3. 1828. S. 342 f. 
u. 344 f., doch mit den Gründen seines Verfahrens noch zurückhaltend, 
deren Mittheilung später erfolgen sollte. Ferner hat Jahn, ebenfalls für 
den julianischen und gregorianischen Kalender aus der direkten Formel 
von Gaufs die Auflösung der umgekehrten Aufgabe abgeleitet, die jedoch 
etwas umständlich ausgefallen ist, und ohne Rücksicht auf die für jene 
Formel bestehenden Ausnahmen, in demselben Journal Bd. 9. 1832. 

S. 139—143. * 

3. Die Beweisführung. Für den practischeu Zweck ist das Re- 
sultat hinlänglich, sofern mau sich auf die Richtigkeit der Formel verlassen 
kann. Der mathematische Gewinn liegt aber in der Ableitung der Formeln 
aus den Bedingnngsgleichungen. Die Schwierigkeit kommt nur daher, dafs 
man es mehrentheils mit Brüchen, deren Nenner eine der Zahlen 4, 7, 19, 
80 ist, zu thun hat: aber nicht die vollständigen Brüche braucht; sondern 
entweder die ganze Zahl des Quotienten, oder den Rest, — deren Ueber- 
w Ladung gerade das mathematische Interesse in Anspruch nimmt. Wobei 
aber, wenn man sich der Sache mathematisch erfreuen will, gröfsere Strenge 
des Ausdrucks und des Beweises, als öfters vorgekommen, unerläßlich ist* 
Einen Beweis der Formel von Gaufs haben Ciccolini und Cisa de 
Cresy gegeben, der letztere in den Türmer Memoiren von 1820. 

T. XXIV.: er hat aber nicht einmal diese Formel vollständig gekannt und 
somit die Hauptglieder des allgemeinen Ausdrucks unerwiesen gelassen; 
statt dessen jedoch sich bemüht, selbst dergleichen herzustellen und dafür 
eine höchst weitläufige Gleichung gegeben. 

Indem ich hier für die gewöhnlichen Aufgaben der Kirchenrechnung 
nnd die Umkehrung der wichtigsten unter ihnen neue Endformeln und Ilülfs- 
tafeln vorlege, wünsche ich aufser dem rein mathematischen Interesse der 
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Sache, dem kalendariographischen zu dienen, wofür es bequem sein mag, 
die Formeln übersichtlich beisammen za haben. Zugleich ist es mein Wunsch, 
dem historischen Bedarf zu Hülfe zu kommen, da man bei geschichtlichen 
Untersuchungen oft in den Fall kommt, der Kirchenrechnuug Fragen zu 
stellen, worauf man am unabhängigsten und schnellsten mittelst der mathe- 
matischen Forme! sich selbst Antwort verschaffen kann. In dieser Bezie- 
hung habe ich auch zur Erläuterung mehrere Beispiele aufgenommen und 
die häufig vorkommende erste Aufgabe ausführlicher behandelt. — Die 
Beweise bleibe ich schuldig. Im Zusammenhang mit der historischen Er- 
forschung des Kirchenjahres auf die mathematische Theorie desselben ge- 
führt, denke ich nebst der Geschichte derselben die vollständige Eutwicke- 
Iung der Formeln in einer gröfsern Arbeit über das Kirchenjahr, welche 
die historisch - theologisobe und mathematische Theorie desselben umfassen 
soll, zu geben. 

In der Entwickelung dieser Formeln bin ich namentlich darauf ge- 
richtet gewesen, überhaupt in den directen Formeln die gegebenen Gröfsen 
unmittelbar stehen zu lassen, um in der Umkehrung der Aufgaben, wenn 
nun eine vorhin gegebene Gröfse die gesuchte ist, auf dieselbe leichter 
zurückkommen zu können. Auch weil man so besser die Abhängigkeit 
der gesuchten von den gegebenen Gröfsen übersieht und des Grundes sei- 
nes Verfahrens sich bewufst bleiben kann. Sodann habe ich die beiden 
Ausnahmen — die eine im gregorianischen Kalender selbst statuirte bei 
der Epaktenrechnung, die andere von der Gleichung für die Ostergrenze — 
die sonst besonders, anfserhalb der Formel aufgeführt wurden, öfters auch 
ganz aufser Acht gelassen sind, in diese mit aufgeuommen. Wodurch sie 
freilich’ verwickelter wird. Für Jahrhunderte aber, in denen jene Aus- 
nahmen nicht Vorkommen, wie im gegenwärtigen, läfst sie sich sofort auf 
eitlen einfachem Ausdruck bringeu (s. §. 10. u. $. 13.). Endlich habe ich 
gesucht, die Auflösung der wichtigsten Aufgaben, besonders auch die um- 
gekehrte Osterrechnung, durch Hülfstafeln möglichst zu vereinfachen. 

Hier ist zuvor noch ein Wort über die Bezeichnung nöthig. 

Einen Bruch von dem nur die Ganzen genommen werden sollen, 
bezeichnen (um nur bei denen stehen zu bleiben, die den vorliegenden 
Gegenstand behandelt haben) Can ovai undCisa de Cresy durch Q^- 
Dies ist etwas unförmlich. Der Italiener Cicoolini bat dafür den Aus- 
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druck (-) 5 Delambre als Franzose (— ) , d. h. entier: denselben hat 
Matzka (a. a. 0. S. 337), obgleich eia Deutscher. Ich gebrauche, dies 
auszudrücken, die Bezeichnung (— Ist der Bruch — ein achter: so ist 

(j)=o. 

Den Best eines Bruches — bezeichnen Canovai und Cisa de 

71 

Cresy ebenso durch R. — . Delambre, dem Ciccolini folgt, durch (— ) . 

Welche Bezeichnung ich aufnebme. — Man bat gewöhnlich bestimmt, 
dafs, wenn die Division aufgeht, der Nenner selbst als Rest genommen 
werden soll. Diese Iuconsequeuz läfst sich vermeiden, wenn mau den Aus- 
druck auf die Form bringt + 1 ; oder, wie in der Formel für 

die güldene Zahl, statt a = (^t!) setzt : a — -j- 1 . Dann ist, wenn 

die Division aufgellt, auch der Rest s=0 zu nehmen. Davon gebe ich im 
Folgenden aus. Eine Ausnahme habe ich zur Vereinfachung nur zuge- 
lasseu in den Formeln für den Wochentag (§§. 1. 2. 15.) und für deu 
Sonntagsbuchstaben (§. 8 , 1); wo der Rest 0 beim Neuner 7, den sieben- 
ten Wochentag, deu Sonnabend, oder den siebenten Sountagsbuchstabeu G 
anzeigt. 

Sodann um auszudrücken, dafs in einer Gleichung für eine Gröfse (a) 
nach der Reihe die gauzen Zahlen von 0 bis n gesetzt werden sollen, be- 
diene ich mich der in der Aggregatentheorie für diesen Zweck üblichen, 
von Ohm empfohlenen, deutschen Buchstaben; also in diesem Fall des Aus- 
druckes a = n: d. h. für o ist zu setzeu 0, 1, 2, 3 .... n. 


Heb ersieht. 

,A. Vollständige Formeln. 

L Aufgabe. Aus dem J alt re und Monatstage den Wochentag tu finden. §. I. 

1. Auflösung. 

2. Auflösung. 

3. Auflösung. 

Anwendung. §. 2.: 

o) im gegenwärtigen Jahrhundert. 

b) der Wochentag des 1. Januars. 

c) der Wochentag des 25. Deceinbers. 

d) das Datum des 1. Adrents. 

Beispiele : der erste Tag der julianischen Periode ; — der Schöpfungstag der Welt nach 
dem jüdischen Kalender, nach Keppler, Scaliger, Petarius, §. 3. 
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fl. Aufgabe. Umgekehrt, aui dem Monatstage und Wochentage da« Jahr an finden. §. 4. 
Auflösung: : • . ■ . < 

0) für den julianiachen Kalender. . . , 

1) für den julian. u. gregorian. Kal., innerhalb eine» bestimmten Jahrhunderts. 
Anwendung. §. 5. : 

•) im gegenwärtigen Jahrhundert, 
b) auf den 29. Februar. 

Beispiele: Wann ist im 19. Jahrh. der 25. Juli n. N. ein Sonntag; Jubtl. zu Com- 
pottella? — Wann bat der Februar 5 Sonntage? §. 6 . 

QJ. Aufgabe. Oie drei christlichen Zeitkreise zu bestimmen. §. 7. 
o) die güldene Zahl. 

b) der Sonnencirkel. 

c) die Römer -Zinszahl. .... 

IV. Aufgabe. Die übrigen Ilülfsgröfsen der Osterrechnung zu bestimmen. §. 8 . 

o) der Sonntagsbuchstabe. 
b) die Epakte. 
e) die Ostergrenze. 

V. Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. §. 9. 

Auflösung : 

für den julianischen und gregorianischen Kalender. 

Anwendung. §. 10. : • ' ' ‘ “ 

im gegenwärtigen Jahrhundert. — Wörtlicher Ausdruck, der Formel für das Da- 
tum des Osterfestes im gregorianischen Kniender. 

Beispiele: Todestag Constantin’s und Friedrich Wilhelms TO. am Pfingstfest. — Datum 
des Osterfestes in den Jahren 1954, 1981, 4763. §. 11. 

VI. Aufgabe. Umgekehrt, aus dem Datum des Osterfeste» das Jahr zu finden. §. 13. 
Auflösung: 

o) für den julianischen Kalender. . 

bj für den gregor. und julian. Kalender innerhalb eines bestimmten Jahrhundert». 
Anwendung. §. 13.: ■ ’ • : ! < 

im gegenwärtigen Jahrhundert. . „ 

Beispiele : Bestimmung des Jahres, in welchem eine dem Chrysostomus beigelegte Pre- 
digt (Senn. VII. in Pasch.) rerf&Tst ist. — W'ann trifft im 19. Jahrh. da» 
gregorianische Osterfest auf den 15., und wann auf den 19. April? §. 14. 
B. Formeln mit Hülfstafeln. 

1. Aus dem Monatstage eines Jahres n. Chr. Geb. den Wochentag zu finden. §. 15. 

Mit Taf. I. 

Beispiele : Geburtstag und Todestag Shakespeares. §.16. 

B. Umgekehrt, aus dem Mönatstage und Wochentage innerhalb eine» bestimmten Jahr- 
hunderts n. Chr. das Jahr zu finden. §. 17. 

Mit Taf. 1. B. III. j t ... 

Beispiele: ■ Wann ist im 19. Jahrh. nach dem gregor. Kalender der Tag der heiligen 
drei Könige, und wann der Geburtstag Christi ein Sonntag? §. 18. 

III. Berechnung des Osterfestes. §. 19. 

a) im julianischen Kalender. 

Mit Taf. IV. 

b) im gregorianischen Kalender für das 16. bi» 19. Jahrhundert. 

Mit Taf. V. und YI. 

Beispiel«: Datum des julian. und gregor. Osterfestes im Jahre 1841. 9 . 20 . 

IV. Umgekehrt, aus dem Datum des Osterfestes Innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts 
das Jahr zu finden. §. 21. 

o) im juliunischen Kalender. 

b) im gregorianischen Kalender »om 16. bi» zum 22. Jahrhundert. 

Mit Taf. VU. und VIII. ■ , , . . ■... 

Beispiele: Wann trifft im 19. Jahrh. das gregorianische Osterfest auf sein lrulieste», 
wann auf sein spätestes Datum ? §■ 22. 
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A. Vollständige Formeln. 

I. Erste Aufgabe. Wenn Jahr und Monatstag gegeben sind, 
denWochentag zu finden. 

Worauf es hauptsächlich bei dieser Aufgabe ankommt, ist, den Schalt- 
tag gehörig in Rechnung zu bringen. Dies hat für die verflossenen Jahre 
keine Schwierigkeit. Aber ein Bedenken macht das laufende Jahr, aus 
welchem der Monatstag gegeben ist. Dieser Monatstag kaun nur so in 
die Rechnung aufgenommen werden, dafs man ihn als Jahrestag vom An- 
fänge des Jahres an zählt. Dies giebt im Schaltjahr nach dem 29. Febr. 
eine andere Zählung: es hat alsdann derselbe Jahrestag eine Einheit mehr, 
als im gemeinen Jahre. Eine verschiedene Zählung der Art aber ist un- 
zoläfslich, wenn die umgekehrte Aufgabe vorliegt, aus dem Wochentage und 
Monatstage die Jahre abzuleiten: wo erst gefunden werden soll, ob die 
Jahre Schalt- oder gemeine Jahre sind; überhaupt auch unbequem im 
Schaltjahre anders, als im gemeinen zu zählen. Diese Schwierigkeit wird 
beseitigt, wenn man entweder für die Rechnung das Jahr vom ersten März 
anfängt und von da bis zum letzten Februar ununterbrochen fortzählt, so dafs 
der 29. Februar der 366. Tag wird ; oder wenn man zwar vom ersten Januar 
an die Jahrestage zählt, und im Schaltjahre gleicherweise, wie im gemei- 
nen (also den 29. Februar des laufenden Jahres hier niemals raitzäblt); 
aber vom ersten März an eine Formel gebraucht, in welcher die Einschal- 
tung als schon vollzogen mit allen frühem Schalttagen in Rechnung ge- 
bracht ist. 

Dieselbe Schwierigkeit hat es im gregorianischen Kalender auch 
noch mit dem laufenden Jahrhundert. Der begegnen wir, indem wir für 
unsere Rechnungen das Jabrhuudert mit dem ersten März anfangen. Das 
Iieifst, wenn die Zahl der verflossenen Jahrhunderte durch a bezeichnet 
wird; so kommt hier und im Folgenden allemal nicht vom 1. Januar, son- 
dern vom 1. März des Jahres 100s bis zum letzten Februar des Jahres 
100(# + 1) derselbe Werth von s in Anwendung. Also z. B. für den 
1. Februar des Jahres 1800 noch der Werth #=17; aber für den 1. Mai 
desselben Jahres der Werth a = 18. ' 

Hiernach haben wir in ersterer Beziehung drei Wege zur Auf- 
lösung unserer Aufgabe. 

CreUe't Journal d. M. Bd. XXII. Hft 2 . 14 
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Im Folgenden werden die Wochentage vom Sonntage an nach der 
Reihe durch die Zahlen 1, 2, 3 ... 7 bezeichnet. Findet man in der Di- 
vision den Rest 0; so soll bei dieser Aufgabe ausnahmsweise (wie oben 
bemerkt ist) statt dessen der Nenner 7 genommen, also durch den Rest 0 
der Sonnabend bezeichnet werden. 


Erste Auflösung. 

Man zähle, der wievielte Tag vom 1. Januar an (diesen mitgerech- 
net) der gegebene Monatstag ist, mit Rücksicht darauf, dafs im Schalt- 
jahr der Februar einen Tag mehr hat, diese Zahl sei d; so gelten all- 
gemein folgende Formeln, wenn man die Zahl des Wochentages durch h 
bezeichnet : 

a) im julianischen Kalender 

a) für Jahre der julianischen Periode, wenn diese durch T be- 
zeichnet werden: 


h 




(0 


ß ) für Jahre der christlichen Zeitrechnung, wenn diese durch t 
bezeichnet werden: 
cm) vor Chr. Geb. 

_ 7 ^ + (^T~ 3 ), + 365 ~ d j = | 6 ( r +(^),)+ d + 6 j (II) 


bb) nach Chr. Geb. 
h 


U U V/M* « V VV» 

= | < +( L r),+ d + & j 


(HI) 


b) im gregorianischen Kalender; mit derselben Bezeichnung der Jahre 
nach Chr., wenn noch die Zahl der verflossenen Jahrhunderte s ge- 
nannt wird : 



Zweite Auflösung. 

Es sei d der Jahrestag des gegebenen Monatstages vom 1. Januar 
an, ohne Rücksicht darauf, dafs im Schaltjahr der Februar einen Tag 
mehr hat, so dafs im Schaltjahr derselbe Werth von d genommen wird, 
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wie im gemeinen Jahre (für den 29. Februar selbst jedoch d = 60); so 
gelten vom 1. Januar bis 29. Februar die eben aufgestellten Formeln. Für 
die Tage vom 1. März au ändert sich der darin vorkommende Bruch der 
Jahreszahl, indem bei vorwärts gezählten Jahren dessen Zähler um eine 
Einheit vermehrt, bei rückwärts gezählten Jahren derselbe um eine Ein- 
heit vermindert werden mu£s. So hat man nach dieser Annahme für d, 
wenn übrigens dieselbe Bezeichnung gilt, folgende Formeln: 
d) im julianischen Kalender 
a) für Jahre der julian. Periode 1 


Tom 1. Januar bU 29. Februar 


vom ]. Mira bi» 31. December 



ß) für Jahre der christl. Zeitrchn. 


aa) vor Chr. Geb. 


(V, 1 u. 2) 


bb) nach Chr. Geb. 




b) im gregorian. Kalender 




(vm,iu.*) 


Dritte Auflösung. 

Man setze den Anfang des Jahres am 1. März, indem man von da 
bis zum letzten Februar fortzählt, und nenne den so gerechneten Jahres- 
tag d‘. Dem gemäls ist dann die Jahreszahl {T oder f) für ein Datum 
vom 1. Januar bis zum letzten Februar um eine Einheit zu vermindern 
(also ein t vor Chr. Geb. in diesem Fall um eine Einheit zu vermehren). 
Wonach man den Wochentag durch folgende Formeln findet: 
a ) im julianischen Kalender 

a) für Jahre der julianischen Periode 



14 * 


Digitized by Google 



108 


4 . Piper, zur Kirchenrechnung. 


ß ) für Jahre der christlichen Zeitrechnung 

f'+P^r) + 369 - d 'l 

ad) vor Chr. Geb. h = 7—1 — f (X) 

f' + (x) +«*' + <) 

bb) nach Chr. Geb. h = { J (XI) 

• , / 

d) im gregorianischen Kalender 



2. Anwendung dieser Formeln. 

I. Auf das gegenwärtige Jahrhundert. 

Man setze das Jahr des 19. Jahrhunderts =«, so ist t— 1800-fu. 
Und man hat 

1) wenn d den Jahrestag, im Schaltjahre mit Rücksicht darauf, dafs 
der Februar einen Tag mehr hat, bezeichnet, — aus den Formeln (III) 
und (IV): 


im julian. Kalender kn gregor. Kalender 



2) wenn d ohne Rücksicht auf den 29. Febr., im Schaltjahre genommen 
wird, wie im gemeinen Jahr, — aus den Formeln (VII) und (VIII) : 

kn julianischen Kalender 


Yom 1. Januar bis 29. Februar vom 1. März bia 31. December 


^+(V ^) a + tf+1 

r 

k = 

“+(i)+-'+>l 

7 ), 

kn gregorianischen Kalender 

| u +( 4 ), + d + 3 

r 

h = 

j“+(i)+- , + 3 j 
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II. Welches ist allgemein der Wochentag des ersten 
Januars in einem Jahre nach Chr. Geb.? 

Man setze in Formel (III) und (IV) d= 1, so kommt der Wochen- 
tag des ersten Januars : 

imjulian. Kalender im gregor. Kalender 



und für das gegenwärtige Jahrhundert, aus den eben aufgesteH- 
ten Formeln: 



I1L Welches ist allgemein der Wochentag des 25sten 
Decembers in einem Jahre nach Chr. Geb.? 

Man findet diesen, wenn man in den Fonnein, welche vom I. März 
bis zum 31. Dec. gleicherweise für das Schaltjahr, wie für das gemeine 
Jahr gelten (Form. (VII, 2) und (VIII, 2)), d — 359 (der Jahrestag des 
Weibnachtstages) setzt; kürzer aber, da der Wochentag des Weihnachts- 
tages gleich ist dem des nächst folgenden Neujahrstages, wenn man in den 
eben gefundenen Formeln für den ersten Januar statt t setzt l-f-1. So ist 
der Wochentag des 25. Decembers: 


im Julian. Kalender hn gregor. Kalender 



und für das gegenwärtige Jahrhundert: 



IV. Welches ist allgemein das Datum des ersten Ad- 
vents? 

Man berechne erst den Woehentag des 25. Decembers, wie eben 
gezeigt Dieser sei B; so ist das Datum des ersten Advents: 

A = Nov. 27 +(^^) r , 

wo, wenn kein Rest bleibt, nicht der Divisor 7, sondern 0 zu setzen ist 
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3. Beispiele. 

Nach der ersten Auflösung. 

1. Welches ist der Wocheotag des ersten Januars im Jahre 1 der 
julianischen Periode, d. L 4713 vor Chr.? 

Man setze in Formel (I) T— 1, d= 1; so kommt 



= 2, ein Montag. 


Dasselbe findet mau, wenn man, nach Jahren vor Chr. rechnend, iu For- 
mel (II) < = 4713, d = l setzt. 

Nach der zweiten Auflösung. 

2. Ke pp ler berechnet (in den rudolphiniscben Tafeln) den Schö- 
pfungstag der Welt auf den 24. Juli 3993 vor Chr. Welcher Wochentag 
ist dies? 


Der 24. Juli ist der 205te Tag des Jahres; hier ist also d = 203, 
t = 3993, und man hat nach Formel (VI, 2) : 


h 


(3993-f +365 - 20i) ... 

= M — J, = 7 (nr), = 7 ® = >. 


ein Sonntag. 

8. Nach den Ordnern des jüdischen Kalenders ist der erste Neumond 
(der Moled Tischri ) der Welt, am 6. October 3761 v. Chr., 953 der julia- 
nischen Periode Abends um 11 Uhr 205 Chi. eingetreten. An welchem 
Wochentage? 

i 

Der 6. October ist der 279ste Tag des Jahres; also d = 279, 
i = 3761. Und nach derselben Formel: 





7— 6 


I, 


oder nach der Formel für Jahre der julian. Periode (V, 2), da T = 953, 
d = 279 : 



also nach beiden Formeln ein Sonntag. Ideler hatte Ilandb. d. Chronoi. 
Th.1. 8.682. den Montag angegeben (doch s. ebendas. S. 545); hat aber 
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diese Angabe berichtigt im Lehrb. der . Chronol. 8. 254. 255. Anm. 1. 
vergl. S. 230. 234. Anm. 1. (an weicher letzten Stelle es statt Sonntag 
den 7. Oktober heifsen mufs: den 6. Oktober). 

Nach der dritten Auflösung. 

4. Scaliger nahm in der ersten Ausgabe seines Opus de emend. temp. 
(später bat er eine andere Ansicht vorgetragen) Mittw. den 81. April 3949 
vor Chr. für den vierten Tag der Weit. Stimmt hier Wochentag und 
Monatstag? 


Der 21. April ist vom l.März an gerechnet der 62ste Tag des Jah- 
res, also d' = 52, t =s 3949. Und nach Formel (X): 



ein Mittwoch. 


6. Petavius nimmt fDoctr. temp. IAb. IX. c. 6. Anfw. 1705. 
T. II. p. 10. vergl. IAb. XIII. Und. p. 282. desgl. in seinem Ratio- 
nar. temp. ed. 3. Par. 1636. 8. P. 2. p. 82) für den ersten Tag der 
Welt den 26. October im Jahre 730 der jolianischen Periode, 8984 v. Chr. 
Irrig giebt Jean Paal, der eine Gelegenheit wahrnimmt, den Geburts- 
tag der Welt zur Sprache zu bringen, den 22. October an, an wel- 
chem nach Petavius die Welt auf die Welt gekommen sei, im Titan 
Bd. 1. (Sämmtl. Werke , Berlin 1827. Bd. XXL) S. 117. — Welcher 
Wochentag? 


Der 26. October ist, vom 1. März an gezählt, der 240ste Tag des 
Jahres, also d' = 240 , t — 3984. Und nach derselben Formel: 



ein Sonntag. 


4 , Zweite Aufgabe. Wenn Monatstag und Wochentag gegeben 
sind, das Jahr zu finden, in welchem sie Zusammentreffen. 

Ich gebe hier nur die Formeln für Jahre (t) nach Chr. Geb. Im 
gregorianischen Kalender muls die Rechnung für jedes Jahrhundert beson- 
ders geführt werden (ich bezeichne die Zahl der verflossenen Jahrhunderte 
wieder durch «); für den julianischen Kalender kann man eine Formel 
haben, die unabhängig von dem Jahrhundert besteht. 
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Wo immer im Folgenden ein Rest gebildet wird and die Division 
aufgeht, da ist der Rest =0 zu setzen. 

Gegeben ist der Monatstag, als Jahrestag vom 1. Januar an gerech- 
net (ohne Rücksicht auf den Schalttag) = J; der Wochentag = h. 
Erste Auflösang. Für den julianischen Kalender. 

Man setze 

( 6J+ /+ a ) r = 9 , 

ferner für ein Datum 

vom 1. Januar bia 29. Februar vom 1. März bis 31. December 


5 „ + (ü±‘±i£) t = c 

o = 4- mit Ausnahme von 


5a + (ii±3±3£)^ = 


a = 4 mit Ausnahme von ( 2 ^~^ ) 

(d. h. für a sind mit Ausnahme des eben gedachten Werlbes nach 
der Reihe die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 zu setzen); 
so ist 

t = 28 y + c, (XIII) 

wo für y, 0 und jede positive ganze Zahl genommen werden kann. 
Zweite Auflösung. Für den julianischen und gregorianischen 
Kalender, innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts, 
vom l.Marz des Jahres 100s bis zum letzten Februar des Jahres 100 (*-{-l). 

Die Jahre dieses Jahrhunderts sollen durch u bezeichnet werden 
(so, dafs t — 100* -f- «). Mau setze 

im julian. Kalender im gregor. Kalender 

f 6J +*+*.-({), j 

und gleicherweise in beiden Kalendern für ein Datum 

vom 1. Januar bia 29. Februar vom 1. Marx bis 31. December 

5 . + (i£±M^) f -. 


^ d -1- 2 -f- s j ^ 


9 


so ist 


a = 4, ausgenommen j ) 


5a + (iA+|+if) = c 

a = 4, ausgenommen ( 2 ; 


u = 28ft-f*c (XIV, 1 u. 2) 

t> = 2, und für jeden Werth von c <; 17, n =3 
(d. h. es sind für t) nach der Reihe die Zahlen 0, 1, 2 und wenn das 
andere Glied von u kleiner als 17 ist, auch 3 zu setzen). 
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' :■ •’ 6. 'Anwendung dieser Formeln. * 

1. Für das gegenwärtige Jahrhundert wird in der zweiten 
Auflösung der vorigen Aufgabe, in Formel (XIV) nur $ näher bestimmt, 
aebmlieb 1 ’ 


im julian. Kalender 


8 = ( 6 i±A+i?) 


im gregor. Kalender 

8 » ( 6d + 7 ft . + 4 ) / 


Im Uebrigen bleibt es bei derselben Formel. 

2. Ist der gegebene Monatstag der 29. Februar, so gelten 
ebenfalls die vorgelegten Formeln, mit der Bedingung, dafs man in dem 
Resultat nur die Schaltjahre, d. h. Jahre von der Form in nimmt Dies 
erreicht man unmittelbar durch folgende Formeln, wenn der Wochentag 
des 29. Februar h genannt wird. 

Für den julianischen Kalender allgemein. 

Man setze 


so ist 



t = 28y -f- e, 

wo für y 0 und jede positive ganze Zahl gesetzt werden kann. 

Für den gregorianischen Kalender innerhalb dos Jahrhunderts 100r-f-l 
bis 100 (s+1). 


Man setze 



so ist 


ti = 28 ^ *f* c 


/\1S -f- 11 

V 28 




9 = 3 

(d. h. es sind für t> die Zahlen 0 , 1, 2, 3 zu setzen); die Zahl 3 jedoch 
nur dann, 

1) wenn c < 16, 

2) wenn c= 16 und s eine Zahl von der Form 4n — 1 ist. 


6. Beispiele. 

1. In Compos teils, in der Cathedrale des b. Jacobus wird ein 
Jubiläum gefeiert allemal wann das Fest des h. Jacobus (25. Julius) auf 
einen Sonntag fallt; s. de Zach Corresp. aslron. Vol. X. 1824. p. 448. 

' Cf «II«’. Journal d. M. Bd. XXU. HA. 2. 15 
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In welchen Jahren unseres Jahrhunderts tritt dies ein nach dem gregoria- 
nischen Kalender? 

Hier ist A = 1 , d (der 25. Jnli, vom 1. Jan. an gerechnet) = 206; 
mithin im 19. Jahrhundert ans der eben (§. 5, 1.) gegebenen Anwendung : 

S = = 2 

und nnn m Formel (XIV, 2): 

« = 5 . + (i 

wo für a nach der Reihe die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 zu setzen sind, mit 
Ausnahme von = i . also die Werthe 0, 2, 3, 4. Dadurch er- 

hält man für e die Zahlen 2, 13, 19, 24. Und hiernach für u die Werthe: 

2 13 19 24 

30 41 47 52 ‘ : 

5« 69 75 80 
86 97. 

Das sind also die Jahre des neunzehnten Jahrhunderts, von 1802 bis 1897, 

in welchen der 25. Julius ein Sonntag ist 

• * • • » . * 

2. AusAnlafs des Jahres 1824, in welchem der Februar fünf Sonn- 
tage hatte, ist die Frage aufgeworfen (s. de Zach Corresp. astrciu l. c. 
p. 382 .), in welchen Jahren dies eintrifft und nach welchem Gesetz. 

Man sieht sogleich, dafs dazu die beiden Bedingungen Zusammen- 
kommen müssen : erstens, dafs der Februar 29 Tage hat , also das Jahr ein 
Schaltjahr ist; zweitens, dafs der erste, mithin auch der letzte Februar 
ein Sonntag ist. Die Aufgabe läuft also auf die Frage hinaus: in welchen 
Jahren ist der 29. Februar ein Sonntag? 

Die Antwort hierauf ist in der §• 5, 2. aufgestellten Formel ent- 
halten, indem man darin die Zahl des Wochentages A = 1 setzt. Dann 
findet man 

für den jtilian. Kal. 
weil S = 6 

‘ = (^)+'= M 
t = 280 + 1 ) 


für den gregor. Kal. 4 
« SO 28 t) + c. 
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Und im gegenwärtigen Jahrhundert, 
wenn inan für y die Zahlen 64, 65, wenn man s = 18 nimmt: i = 1, 

66 setzt, für t die Wertbe: c = 24; mithin fiir u die Werthe: 

24, 52 , 80. Das sind die Jahre 

1820, 1848, 1876. , 1824, 1852, 188a 

Diese Aufgabe ist nach anderen Methoden aufgelöst von Cicco- 
lini in de Zach. Corresp. astron. Vol. X. p. 380 . 381. und Vol. XI. 
p. 149. 150., von Zach (mit Hülfe des Sonntagsbuchstabens) Ibid. VoUX 
p. 382. 383 ; ferner von Matzka in Crelle's Joum. f. reine u. angew. 
Maiketn. Bd. 3. 1828. 8. 341. und von Jahn Ebend. Bd. 9. 1832. 
S. 143. 144. 

' * I- 1 

7. Dritte Aufgabe. Die drei christlichen Zeitkreise zn 

bestimmen. 

Dafür sind die Formeln, gleicbgeltend für den alten und neuen Stil, 
wenn die Jahre n. Chr. allgemein durch t, in unserem Jahrhundert durch u 
bezeichnet werden : ‘ •» 

die güldene Zahl A = (~) +1 (XV) A = (^) r +l 

der Sonnencirkel (XVI) C = (^)+l 

die Römer- Zinszahl 1 = (^) r + 1 (XVIJ) J = f-t*) + 1 

Die umgekehrte Aufgabe, aus der güldenen Zahl, dem Sounencir- 
kel und der Römer -Zinszahl das Jahr abzuleiten, — eine Aufgabe der un- 
bestimmten Analytik, ist mehrfach behandelt* von Bernoulli, Wallis, 
ISuler, Lalaude, Delambre u. A.; daher ich hier nicht darauf ein- 
gehe. Für einen besonderen Fall giebt auch Ideler die Auflösung, Hand- 
buch der Chronologie Bd.ll. S.587. 

<)•’ . ’:i- > •’ ' . ■ 

8. Vierte Aufgabe. Die übrigen Dülfsgröfsen der Oster- 

rechnung zu bestimmen. 

1. Für den Sonntagsbuchstaben L erhält man leicht aus 
g. 2. n. II., indem auch hier, wenn der Rest 0 ist, statt dessen der Di- 
visor 7 genommen werden, also der Rest 0 den Sonntagsbuchstaben G an- 
zeigen soll: 

15 * 
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im julian. Kalender 


'= ( 6r , + ('f ) ,) + 4 

und für das geg 


7 


(XVIII) 

und ffir das gegenwärtige Jahrhundert 

(' 6 (« + (*L=i)) + 5 


ahrh 

-f 


im gregor. Kalender 

4 +('+-), )+■-({).+ 1 


l 


(XIX) 


l. 


wobei aber in jedem Schaltjahr (wenn t oder « eine Zahl von der Form 
4 n ist) vom 1. März au statt dessen der nächst vorhergehende Sonntags- 
buchstabe gilt, den man unmittelbar erhält (nehmlich für jedes Jahr, nicht 
blofs für ein Schaltjahr, den Sonntagsbuchstaben vom 1. März an), wenu 
mau in diesen Formeln statt (*-^) » (^-) und statt (^p) , (j) setzt 
Wo immer im Folgenden eiu Rest vorkommt und die Division auf- 
geht, da wird auch der Rest = 0 gesetzt. 

, 2. Für die Epakten gelten folgende Gleichungen, wenn mau 

(l) «a setzt : 

a) die julianische Epakte * — (~ (XX) 

b ) für die gregorianischen Epakten hat man 
beständige Epakte im ersten Jahre des julian. 19jährigen Cyclus 

a = 8 

Correction zur Epoche der Kalenderverbesserung 
ß = +3 — 10 = —7 
die Lunisolargleichung 

... V = + (i) v + 7 — 

demnach die Epakte im ersten Jahre des gregor. 19jährigen Cycl. 

b = a + ß + 7 = 8 + (^^) ? +(t), — ^ 
wo jedoch, wenn b negativ wird, das nächst gröfsere Vielfache von 30 
dazu addirt werden und diese Differenz statt der negativen Gröfse ge- 
nommen werden mufs; welches durch folgende allgemeine Formel ausge« 
drückt wird: B = b + (^) .30 

und hiernach überhaupt die gregorianische Epakte 

« = (t),' (XXI) 
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Und für das gegenwärtige Jahrhundert, wenn man 
setzt : 


die julian. Epakte 

* = C-W 


die gregor. Epakte 

« = m.- 


3. Die Ostergrenze ist allgemein, nachdem man =a be- 
rechnet hat: 

im julianuchen Kalender 

tennin. pasch. = März 21 -f (~^~) (XXII) 

im gregorianischen Kalender, wenn man b und B wie unter der vori- 
gen Nummer (2) in Formel (XXI) berechnet und dann 

• - eNfni- (V).i -> '^P)= * 

, termiu. pasch. = März 21 + f — X'( ^) . (XXUI) 

Dieselbe Formel giebt die jnlianische Ostergrenze, wenn man b = 8 nimmt. 
Dann wird £ = 0 und man erhält aus dieser die vorhergehende For- 
mel (XXII). 

9. Fünfte Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. 

Es sei t das gegebene Jahr nach Chr. Geb. nnd das Datum des 
Osterfestes werde durch P bezeichnet; so ist 


im julian. Kalender 


wenn 


(«), — a 

aqn-r 


; März 2l+f+7-h (XXIV) 


wenn 


im gregor. Kalender 

fc+(? +,,D '' 




==£ 


(a=« 


+/+(‘) +^--«G-e).j =1; 

P = März 21+ f—K (£)+7~h (XXV) 
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Diese Formelu gelten allgemein und ohne Ausnahme. 

Denn was die sonst sogenaunlen Ausnahmen von der gregorianischen 
Osterformel betrifft, hier in der Gleichung für h und P durch das Glied 

-*<s, ausgedrückt; so tritt 

die eine Ausnahme (nur von der Formel) ein, wenn f — 29 gefunden 
wird, also die Ostcrgreuze am 19. April. Beide Zahlen werden dann um 
eine Eiuheit vermindert; was nur in dem Fall Einflufs auf das Datum des 
Osterfestes hat, wenn der 19. April ein Sonntag ist. 

Die zweite Ausnahme (von der gregorianischen Oslerregel selbst) 
tritt ein, wenn die Epakteu XXV und XXIV in demselben 19jährigen 
Cyclus Vorkommen. Daun wird die Epakte XXV (in diesem Falle ge- 
schrieben 25) uin eine Einheit vermehrt, oder die entsprechende Oster- 
greuze 18. April (/"= 28) um eine Einheit vermindert; was nur in dem 
Fall Eiuflufs auf das Datum des Osterfestes hat, wenn der 18. April ein 
Sonntag ist 

Von beideu Ausnahmen ist seit Aufaug des neuen Stils bis jetzt 
nur die erste im Jahre 1G09 vorgekommen. Auch können sie in dem 
jetzigen Jahrhundert nicht cintreten; aber in dem folgenden, zwanzigsten 
Jahrhundert w'ird jede derselben einmal sich ereignen, die erstere im Jahre 
1981, die andere im Jahre 1954. Für beide Jahre soll das Osterfest unter 
den Beispielen unten $. 11. No. 3. berechnet werden. 

<i*=i — — i + 8 ujiov ijtdwr - 

10. Anwendung dieser Formelu. 

Da b und B nur von s abhängen und K nur von B; so sind diese 
Gröfsen je eiu Jahrhundert hindurch constant und dürfen für jedes Jahr- 
hundert nur einmal berechnet werden. 

1. Für das gegenwärtige Jahrhundert, wo *=18, findet man: 

b = 8 *j- (— ) + (~j) — 18 = 0, also auch B = 0: j 

daraus folgt auch if = 0. 

Und inan hat für dieses Jahrhundert die gregorianische Osterformel eben 
so einfach, wie die juliauische; wenn man in Formel (XXV) für s überall 
18 substituirt: 

t 1 
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gregor. P = März 21+/*+ 7 — A. 


2. Oder ■wenn man t = 1800-}-« setzt, also durch u das Jahr des 


19. Jahrhunderts bezeichnet: 
ön julian. Kalender 

m= 

fl5-M9«\ 

V 3Ö ) T = 

+(f),+/+ 3j _ 


im gregor. Kalender 

m = » 

(^o-n = r 


P = März 21 +f+ 7 — A. 


Diese im gegenwärtigen Jahrhundert geltende Formel für das Datum 
des Osterfestes neuen Stils begreift, in Worten ausgedrückt, folgende Vor- 
schriften. Es werde das Jahr, für welches das Osterfest gesucht wird, 
mit Diuweglassung der beiden ersten Ziffern 18 durch u bezeichnet (z. B. 
für das Jahr 1840 ist ti = 40); 

1) so dividire man u durch 4 und nenne die ganze Zahl, die heraus- 
kommt, — wenn ein Rest bleibt, ohue Rücksicht auf diesen — n; 

l 

2) man addire die Zahl 14 zu u, dividire diese Summe durch 19 und 
nenne den Rest a; 

3) man multiplicire a mit 19, addire zu diesem Producte 23, dividire 
diese Summe durch 30 und nenne den Rest f; 

4) man addire die Zahlen ti, n, f und 5, dividire diese Summe durch 7 
und nenne den Rest A. 

In allen diesen Fällen, wenn die Division aufgeht, ist der Rest 0 
zu nehmen. 

So trifft Ostern (/*-f- 7 — A) Tage nach dem Slsten März. 
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11. Beispiele.. •' ' ' 

Im alten Stil. , 

1. Kaiser Constantin derGrofse starb am Pfingstfest des Jahres 
337 n. Chr. S. Euseb. Vit. Constantin. Lib. IV. c. 64. ed. Ile adln g. p. 664. 
und das Chron. Pasch. p. 286. D. (ed. Bonn. p. 632.) und p. 381. B. (697). 
An welchem Datum? ' • 1 

Pfingsten ist 43 Tage nach Ostern. Das Datom des Osterfestes in 
jenem Jahre aber ist nach Formel (XXIV), da 1=337; mithin 




»■ 

P — März 21 + 11+7—5 = April 3. 

Demnach traf das Pfingstfest auf den 82. Mai. Dies ist der Todestag Con- 
stantins; wie auch das Cbronicon paschale angiebt. 

Im neuen Stil. 

8. König FriedrichWilhelmlll. vouPreulsen starb am Pfingst- 
fest des Jahres 1840. An welchem Datum? 

Hier ist iu der eben (§• 10, 8.) für das 19. Jahrhundert entwickel- 
ten Formel u = 40; also 


| 3 ”+(y)+‘') 


| 40 +(f).+ 27 + 5 ) m . 


— m.-» r=(^)=v ». 

demnach Ostern P = Mära 21+27+7 — 5 = April 19. 

Und Pfingsten den 7. Juni. Dies ist der Todestag Friedrich Wil- 
helms III. 

3. Die §. 9. versprochene Berechnung des Osterfestes der Jahre 
1954 (vgl. Del ambro in der Conn. des Teins a. 4817. p. 311. und lhsL 
de VAstron. moderne T. 1. p. 56. 57.) und 1981 stellt sich nach For- 
mel (XXV) so. 

Hier ist 

s = 19, 

also 

* = +(©-»—* n — i+( ?2 =ir ! v o = m 

' ..(-« 5 . 1 .®..,, ' 


und weiter 




\ > 
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, « • 

für das Jahr 1954 

da t = 1954, a mi (^) = 16 

k = ^ 1954 + (-r \ + 28 +Jt) + 2 - 19 ~ t • GD. J = 6 

P = März 21 + 28 — 1+7—6 = April 18. 

Ohne das Glied — K. (^) hätte man A = 0; J* = Mära 21+28+7 — 0 

= April 25, acht Tage za spät. 

ibtf A = K — :+ f.l + t? Xlält. a: ’V. 

Für das Jahr 1981 

d» < = 1981, « = (*“), = 5 

r= » 

P = März 21 + 29—1+7 — 6 = April 19. 

Ohne das Glied — K.^^j hätte man A = 0; P=März 21 + 29+7 — 0 

= April 26, ebenfalls acht Tage zu spät, ein Datum, auf welches Ostern 
niemals treffen kann. 

Im allen und neuen Stil. 

4. Auf welches Datum trifft das Osterfest im Jahre 4763 n. Chr.? 
Hier ist / = 4763, «==47; mithin 

im juliattischen Kalender 
/4763\ i - 

a = Vwl - 13 
f=(!i ±^ > = n 
f«w+Gr9.+“J = 




r£ 


P = März 21 + 22 +7—4 = April 15. 

CreU«'« Journal d. M. Bd. XXII. llft. 2. 


16 
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b -. 

a : 

f 


h = 


Im gregorianischen Kalender 
8 + (++?), + (?) -47 . -13 

<m=« 

( M-j. », + 19,13 ) ^ )3 

Also Ist das Glied — K. = 0 und man braucht B und K 

gar nicht zu berechnen. 

|4763 + (^ + 13 + (?)+3-47| = ^ • 


P = März 21+13+7—3 = April 7. 

Dieses Beispiel ist auch berechnet von Gaufs in der Mon. Corresp. 
Bd. 2. 1800. S. 129. und von Delambre in der Conn. des Tems 
a. 1817. p. 315. 316. 


18. Sechste Aufgabe. Wenn das Datum des Osterfestes gegeben 
ist, die Jahre zu finden, in ■welchen es auf jenes Datum trifft. 
Gegeben das Datum des Osterfestes, März 21 +p; 

Gesucht die Jahre t nach Chr. Geb. 


1. Im julianischen Kalender. 

Man bilde p — 1 — a = f 

ü = 6 

(d. h. man nehme für a nach der Reihe die Werthe 0, 1,2, 3,4, 5, 6; wodurch 
man eben so viele verschiedene Werthe von /‘erhält ) 5 mit der Bedingung: 
I) wenn /»< 7, dats o< p 

8 ) wenn 29, dafs «>p — 30 


ferner 



und bezeichne alle so gefundenen Werthe von a U <De kleiner als 19 sind, 
durch a. 

Dann setze man = rt 

5 t + (««+» 

b — 4, mit Ausnahme voo i 
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m ist, indem man jeden Werth von a und jeden Werth von c setzt: 

t - 532 z + ( 476 ^ 67c ) f ( XXVI ) 

wo für z zuerst 0 und daun alle ganzen positiven Zahlen genommen wer- 
den können. — Hat man m Werthe von a (es ist wenigstens einer und 
es siad höchstens 5), da c immer 4 Werthe bat; so erhält man für t 
4 m Werthe, die kleiner sind als 532. Zn deren jedem hat man 532 und 
deren Vielfache zu addiren, um die unendliche Reihe za erhalten, die der 
Aufgabe entspricht 


2. Im gregorianischen Kalender. 
Man bilde ebenfalls p — 1 — a = <P 

>a = 6 


mit der Bedingung: 

1) wenn p<d 7, dafs 

2) wenn p > 29, dafs o > p — 30. 

Weiter mufs die Rechnung für jedes Jahrhundert besonders geführt werden. 
Es seicu also die Jahre gesucht innerhalb des (*+l)ten Jahrhunderts, d. h. 
von 100« bis 100s + 99, und es mögen die Jahre dieses Jahrhunderts 
durch u bezeichnet werden; so berechne man die Säculargleichungen : 


+(?),— = * ‘+( ? ^).' 30 = B 


ferner 


+ ÜC. 


5. \ = 


= f 


( 13 + 19B+19/ ) = fl . 



und bezeichne diejenigen Werthe von a', die kleiner als 19 sind, durch a; 
setze daun 

O-tH - 

t ;— ('^+6, + j 

5 b + ( 4 ”+| - + 3 ^ = c 

b = 4, mit Ausnahme von 
eol üch < ”+%-•' >) r = J-, 

16 * 


I 
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wo jeder Werth von c mit jedem Werth von a' zn verbinden ist. Man 
bezeichne die Wertbe von A‘, die kleiner sind, als 5 nnd auch den Werth 5 
für den Fall, dafs a'<;5, durch A, und den in jedem A enthaltenen Werth 
von o' durch a; so ist 

«=19,4 + a. (XXVII) 

Dieselbe Methode gilt auch für den julianischen Kalender, wenn man er- 
stens 6 = 8 setzt: woraus f =Q und a' = ( < ‘ > kommt, wie vorhin; 

dann aber tt = . Die übrigen Fonnein bleiben unverändert. 


H'iiV 


13. Anwendung dieser Formeln. 

Für das 19. Jahrhundert ist, indem man s=18 in den For- 
meln des vorigen $. (12, 2) substituirt, die Berechnung folgende. 

Gegeben das Datum des Osterfestes = März 21+/?. So bilde man 


im julian. Kalender | im gregor. Kaie 

p—l—a = f 


Kalender 


13 ▼ 


a = 6 

mit der Bedingung 1) wenn /?< 7, dafs a<> 

2) wenn /?> 29, dafs o >/? — 30 

(^). = «' I (^). - 

und bezeichne diejenigen Wertbe von die kleiner sind als 19 durch a; 
setze dann ' *t w? 4 

m = «■ 

ferner 


(+*+ = - 


W, = - 


Weiter bedient man sich der allgemeinen Gleichungen (XXVII) des ge- 
dachten Paragraphs. 


14. Beispiele. 

Im julianischen Kalender. 

1. Man hat unter dem falschen Namen des Chrysostomus sieben 
Sermones in Pascha, deren letzter ( Chrgsost . Opp. ed. Montf. T. VIII. 
App. /?. 274 sqf/.J, nicht unwichtig für die Geschichte der Osterstreilig- 

keiteu, — für die Zeit seiner Abfassung interessante Merkmale darbietet. , 

■ i 
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Diese Predigt ist gehalten io der ersten der sieben Fastenwochen 
(c. 6. p. 284. D.), and enthält folgende chronologische Merkmale, — wo- 
bei ich das Jahr n. Chr., in welchem sie verfafst ist, durch t bezeichne. 

1) In diesem Jahre traf eine Luna XIV ungefähr 2 Tage vor der Früh- 
lingsnachtgleiche *)• 

2) Die folgende Luna XIV (der Ostervollmond) trat ein am 26. Tage 
des VIL Monats, einem Sonntage, p. 283. D. 

S) Demnach das Osterfest dieses Jahres an dem folgenden Sonntage, 
dem 2. Tage des VIII. Monats, p. 283. E. 284. B. 

4) Das Osterfest in den drei folgenden Jahren an folgenden Tagen, 
p. 284. B. C.: 

im Jahre t-f-1 am 17. Tage des VII. Monats 
- - - f + 2 am 9. - - VII. - - 

, - - - / + 3 am 29. - - VII. - 

Es sind Monate des macedouisch - asiatischen Sonnenjahres (s. c. 1. 
p. 275. B. 276. CY), von denen im gemeinen Jahre der siebente mit dem 
25. März, der achte mit dem 25. April anfiug. Dies giebt, wenn wir einst- 
weilen bei dem gemeinen Jahre stehen bleiben, folgende Uebertragung jener 
Angaben in den julianiseben Kalender : 

im Jahre t die Ostergrenze am 19. April; das Osterfest am 26. April; 
sodann im Jahre t -j- 1 t -f- 2 ( -}- 3 

das Osterfest am 10. Apr. 2. Apr. 22. Apr. 

Hiernach umfafst der Zeitraum von dem einen Osterfest bis zum folgenden 

zwischen j 2 ®* ** es ^ a ^ res ( } 349 Tage = 50 Wochen — 1 Tag, 

zwischen { 2 Apr> des Jahres t + 357 Tage = 51 Wochen, 

zwischen |22. Apr. des Jahres £+3} 385 Tage = 55 Wochen. 

Da zwischen zwei Ostersonntagen nur eine Anzahl voller Wochen liegen 
kann; so mnfs, da zwischen dem 26. Apr. des Jahres t und dem 10. Apr. 
des Jahres t-{- 1 eiu Tag daran fehlt, innerhalb dieses Zeitraums ein Schalt- 
tag liegen. Das wäre, wenn wir es nur mit dem julianiseben Kalender 
zu thnn hätten, der 29. Februar des Jahres #-f- 1. Allein die Kleinasiaten 
schalteten am Ende ihres zwölften Monats, im julianischcn September, ein : 


• ') p- 283. C: tj t eoaaqesnat9e*avri tos rrpoc (es mufs gelesen werden ngo ) 3vo 

ypeptöv Ti je lorjugius i/tnimti. Vergl. lbid. D. 
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es rauf« also der September des Jahres t den Schalttag enthalten haben ; — 
und zwar schalteten sie ein in demselben Jahre, wie der julianische Kalender, 
demgemäta in einem solchen Jahre die kleinasiatischeu Monate vom sieben- 
ten an um einen Tag früher im julian. Kalender anfingen »). Also ist das 
Jahr t auch das julianische Schaltjahr, in welchem der siebente kleäuasia- 
tische Monat am 24. März, der achte am 24. April anfing. Sonach ist die 
obige Uebertragung der Daten dahin zu berichtigen, data im Jahre t die 
Osteigrenze am 18; das Osterfest am 25. April einfallt. 

Diese Auskunft ist nothwendig, da für das Osterfest, wie für die 
Oster grenze diese Tage der äufoerste Termin sind und beide nicht später 
fallen können. Die Zeitbestimmung wird bestätigt durch die Angabe, data 
in jenem Jahre eine Luna XIV ungefähr zwei Tage vor der Frühlings- 
nachtgleiche eintraf, als deren Datum der 21. März galt. Denn rechnet 
man vom 18. April 80 Tage zurück, so kommt mau auf den 19. März. 

Es fragt sich also erstens (und dies ist die eigentliche Frage, auf 
die es uns hier des Beispiels wegen ankommt), in welchen Jahren trifft 
Ostern anf den 26. April a. St? 

Hier ist nach Formel (XXVI), §. 12, 1: 
p cs 35, mithin, da a>p — 30 sein soll, hat es nur den einzigen Werth 
a = 6, 

also f=.'ib — 1 — 6 = 28 (wie unmittelbar aus der Angabe der Oster- 
grenze = April 18 hervorgeht); 

weiler =7 = a 

m-*. 

also für b zu setzen 0, 1, 3, 4. 


Mithin ( 0 



") I S 8 er De Maced. et Asiaiu anno solari Diu. c.V. hinter S. Anna}, vet. 
rt nov. Testam. Gmev. 1722./. p. 104. cot. 2. Noris Annut et epoch. Syromaced. 
Dum. I. c. 2. Opp. T. U. p. 24. B. 
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Substituirt man hier Doch für e jeden seiner vier Wertbe; so kommt 

{ 140 

482 

45 

387 

Mat hat also die Jahre 45, 140, 387, 482 und die Summen, wenn man zu 
ihnen 1.532, 2.532, 3.532 etc. addirt, als Jahre in denen Ostern anf den 
25. April trifft. Das sind folgende bis zum Jahre 2000: 

45, 140, 387, 482 5 577, 672, 919, 1014} 1109, 1204, 1451, 1546; 

1641, 1736, 1983. 

Zweitens haben wir die Bestimmung, data das gesuchte Jahr ein 
Schaltjahr ist. Von den vier erstgenannten Jahren iat aber nur das Jahr 140 
ein solches; die drei übrigen fallen also weg. Und es ist das Jahr der 
Abfassung jener Predigt enthalten in der Gleichung 

t = 532« + 140, 

wodurch schon innerhalb der 532jährigen Oaterperiode das Jahr feststellt. 

Nun iat drittens anch für die folgenden drei Jahre das Datum des 
Osterfestes gegeben. Woraus sich indefs keine nähere Bestimmung für 
unsere Gleichung herleiten läfst; wohl aber eine Probe derselben, wenn 
wir das Osterfest der drei auf 140 n. Chr. folgenden Jahre suchen. Hierzu 
bediene ich mich der Kürze halber der unten $. 19, 1 . zu gebenden For- 
mel mit ihrer Hülfstafel, nach welcher sich orgiebt: 
für das Jahr 141 a = 8 ft = 1 , also aus Taf. IV. Ostern am 10. April, 


- - 142 o = 9 ft = 2, - - - - - - - 2. April, 

- - - 143 o=10 ft = 3, 29. April, 


übereinstimmend mit den aus der in Rede stehenden Predigt abgeleiteten 
Angaben. Wenn aber iu deu drei auf das Jahr 140 folgenden Jahren 
Ostern auf diese Tage trifft, so trifft es auf dieselbeu auch in jeden drei 
Jahren, die auf alle in der Gleichung f= 532* + 140 enthaltenen Jahre 
folgen. Und es bleibt für das gesuchte Jahr bei der Gleichung 
t = 140 + 532* = 140, 672, 1204, 1736 etc. 

Von diesen Jahren ist das erste zu früh, das dritte uud die folgenden zu 
spät. Es bleibt also nur das Jahr 672, in welchem jene Predigt ^verfafst 
sein mufs. 
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Das Jahr hat schon Usser bestimmt auf anderem Wege, wobei er 
die Jahre, in denen Ostern auf den *5. April trifft mittelst der güldenen 
Zahl (VIII) und des Sonntagsbuchstabens ( C ) ausfindig macht, in der an- 
geführten Abhandlung De Maced. et Astern, anno sol. c. V. p.103. coL 2. 
104. und c.VI. $.6. p.107. col.1. Ihm trittNoris bei, Annus ei epoc/i. 
Sgrotnaced. Dies. 1. c. 2., wo er wiederholt von den chronologischen Cha- 
rakteren jener Predigt bandelt p. 21. A. sq. 24. B — D. 26. B. C. 
Vergl. Ideler Undb. d. Chron. Bd. 1. S. 424. Doch hat Montfaucon 
in dem Monitum zu diesen Sermones p. 249. 274. versäumt, davon Kennt- 
nifs zu uehmen. — Hier ist das Beispiel vorzüglich der Methode wegen 
berechnet worden. 

Diese Zeitbestimmung bat noch ein anderes literarhistorisch -kritisches 
Interesse. Unter den Anhängen zu dem Chronicon paschale befindet sich 
ein Bruchstück eines Ungenannten De Christi nativitatis et passionis annis 
(n. VII. p. 425 } ei. Bonn. vol. II. p. 119. 120.), au dessen Scblufs jener 
Serm. VII. in Pascha als ein Werk des Chrysostomus seinem Inhalt nach 
uud mit den AnfangsworteD angeführt wird. Uieraus folgt, dafs dieses 
Bruchstück nach dem Jahre 672 verfafst ist 


Im gregorianischen Kalender. 

2. Waun trifft im gegenwärtigen Jahrhundert (von 1800 bis 1899) 
n. St. Ostern auf den 15. und wann auf den 19. April? 

Wir bedienen uns für diesen Fall der Gleichungen des g. 13. 


Ostern Apr. 15. 

Hier ist 
p = 25; 
also hat 

f die Werthe 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24 
fl' = = 25, 14, 3,22, 1 1,0, 19 

a — 0, 3, 11, 14 
a'= 0, 5, 8, 16 


Ostern Apr. 19. 

Hier ist 
P= 29; 
also hat 

f die Werthe 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 

a ' = 1 *»0,19,8, 27, 16, 5 

a = 0, 5, 8, 11, 16 
a' — 2, 5, 10, 13, 16 
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ferner 


c = 


3(c — <*') 


( 5 ^±?) = 5 

4, 10, 51, 57 


30, 63, 81 
15, 48, 66 
6, 39, 57 


—36, —18, 15, 33 



p 

II 

0 

5 

8 

16 


£ = 



Also 



1.19+8 = 27 
19+0 


ferner 


im . = * 


1» 7 W 12, 18 


f“ 3 ’ 

- 12 , 


15, 

6 , 


3(c — a')= / — 27, — 9, 


£ = 


.1 = 


30, 48 
21, 39 
6, 24 

—36, —18, — 3, 15 
—45, —27, —12, 6 
25, 15, 2, 20 

21 , 11 
6, 24 
25, 15 
16, 6 


2 

5 

10 

13 

16 


6 , 

19, 

1<* 

i. 


mit 


38 


d. h. nur in den Jahren 

1827 und 1838. 


16, 

1, 

20 , 

H, 

P 

ti u 

I. 19+10 = 29 
1.19 + 16 = 35 
(2.19+ 2=40 

d. h. nur in den Jahren 

1829, 1835 und 1840. 


Also w 


Dieses Verfahren, sowohl in dieser Anwendung (auf das 19. Jahrh.), als 
iui Allgemeinen, läfst sich bedeutend abkürzen, wenn man bestimmt, welche 
Wertbe von c und <*' zu einander gehörend einen Werth von £ geben, 
der kleiner als 6 ist; demnach die übrigen im voraus ausschliefst. — Ich 
verweise deshalb auf die unten mitzutheilende (achte) Tafel. 


B. Formeln mit Hülfs tafeln. 

15. Erste Aufgabe. Wenn der Monatstag eines Jahres nach 
Chr. Geb. gegeben ist, dessen Wochentag zu finden. 

Es sei t das Jahr nach Chr. Man nehme für den gegebenen Mo- 
natstag aus Taf. I. die unter m stehende Zahl; so ist die Zahl des ge- 
suchten Wochentages 

CreH#'» Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 2. 17 
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im jttRan. Kalender 



j im gregor. Kalender 



wo der Rest i, 2, 3 u. s. w. den Sonntag, Montag, Dienstag, u. s. w- an- 
zeigt, der Rest 0 aber den Sonnabend. 

Und für das gegenwärtige Jahrhundert, wenn u das Jahr 
desselben (mit Hinweglassung der ersten beiden Ziffern 18) bezeichnet : 

im julianischen Kalender . < 

rom 1. Jan. — 29. Febr. 1 vom 1. März — 31. De«. 

im gregorianischen Kalender 



3j 


Tom I. J»o. — 29. Febr. rom I. März — 31. Dec. 



16. Beispiele. 


Shakespeare ist am SS. April 1564 geboren und au demselben 
Datum im Jahre 1616 gestorben. An welchem Wochentage. 

Hier ist für den 23. April aus Taf. I. ms 6. Mithin, da beide 
Tage dem julianischen Kalender angeboren : 


-( 


für das Jahr 1564 
1564 +(^) +« 




ein Sonntag. Eis ist der Sonntag 
Jubilate, da Ostern damals auf den 
*. April traf. 


für das Jahr 1616 

1616 +( ™ 5) + 6 


=(■ 


i = * 


ein Dienstag. Eis ist der Dienstag 
nach Jubilate, da Ostern a. St da- 
mals auf den 31. März traf. 
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17. Zweite Aufgabe.' Wenn Monatstag und Wochentag gege- 
ben sind, innerhalb eine» bestimmten Jahrhunderts 

nach Chr. Geb. die Jahre zu finden, in welchen jene 
Zusammentreffen. 

r . 

Es sei das (s-j-l)ste das in Rede stehende Jahrhundert, welches ge- 
rechnet wird vom ersten März des Jahres 100s bis zum letzten Febr. des 
Jahres 100(s+l), und h die Zahl des gegebenen Wochentages (für den 
Sonntag, =1 u. s. w. für den Sonnabend, = 7); so nehme man aus Taf. I. 
für den gegebenen Monatstag das zugehörige n und bilde: 

. . 

tm gregor. Kalender 


im julian. Kalender 


+ h + » + 2 ^ 

und fflr das gegenwärtige Jahrhundert 

(" + * + 6 ) = $ 






X = * 


nehme daun gleicherweise in beiden Kalendern, für ein Dat um 


vom 1. Jan. bis 29. Febr. 
aus Taf. II. 


vom 1. März bis 31. Dec. 
aus Taf. III. 


für 5 die zugehörigen vier Zahlen, durch c bezeichnet; und addire jeden 
dieser Werthe vou c zu jeder der Zahlen 28, 56, 84 (der letzten nur, 
1) wenn c<16$ 2) wenn c= 16 uud der Monatstag vor dem ersten März 
liegt). So sind sowohl jene aus Taf. II. oder III. entnommenen Zahlen, als 
auch die so gefundenen Summen, jede zu 100# addirt, die gesuchten Jaiire. 

18. Beispiele. 

1. Wann trifft im gegenwärtigen Jahrhundert nach dem gregor. 
Kalender der Tag der heiligen drei Könige (Jan. 6) auf einen Sonntag? 


Aus Taf. II. erhält man 

für & = 6, 

folgende Werthe für c: 

* • r 

v • . 

5, 

11, 

22, 

28; ■ 


und diese addirt zu 28 

33, 

39, 

50, 

56 

• ’ yfc-jiU 

■, zu 56 

61, 

67, 

78, 

•84 

. an ‘»luäoüiotl 

zu 84 

89, 

95. 



itidü aobuola^I 

Dies sind die gesuchten Jahre von 

1805 

an bis 1895. >• 

jiim' ialiJ i'ji 


17 * 


18t 
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2. Warnt trifft im gegenwärtigen Jahrhundert nach dem gregor. 
Kalender das Weihnachtsfest (Dec. 85) auf einen Sonntag? 

Hier ist h = 1, sodann aus Taf. I. n = 5; also 8 = — 3. 

Aus Taf. III. erhält man für 5 = 3 folgende Werthe für c: 



3, 

8> 

14, 

25; 

und diese addirt zu 28: 

31, 

36, 

42, 

53 

zu 56: 

59, 

64, 

70, 

81 

zu 84: 

87, 

92, 

98. 



Dies sind die gesuchten Jahre von 1803 bis 1898. 


19. Dritte Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. 
!. Allgemein, im juluinischen Kalender. 

Es sei die Jahreszahl t, so bilde man r i 



und gebe mit diesen Werthen von a und k in Taf. IV. ein; so giebt diese 
unmittelbar das Datum des Osterfestes. 

t. Im gregorianischen Kalender, für das löte bis 19te Jahrhundert. 

f ! 1 

Es sei u das gegebene Jahr eines dieser Jahrhunderte (mit Hiu- 


weglassung der beiden ersten Ziffern); so bilde man: 

für 1583 bis 1599 für 1600 bis 1699 



und gehe mit diesen Werthen von a und k in Taf. V. ein; 


für 1700 bis 1799 für 1800 bis 1899 



und gehe mit diesen Werthen von a und k in Taf. VI. ein; 


so giebt jedesmal die Tafel unmittelbar Jas Datum des Osterfestes. 
Diese Tafeln sind mit Vorbedacht so eingerichtet, dafs für das sie- 
benzehnte und neunzehnte Jahrhundert n. St., wie für den julianiseben 
Kalender überhaupt, der Zähler in der Gleichung für a nur ein Glied, in 
der Gleichung für k nur zwei Glieder enthält. • >. 
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80. Beispiele. 

Im julimischen Kalender. 

1. Für das julianische Osterdatum sind schon oben (§. 14, 1) einige 
Beispiele nach §. 19, 1. berechnet; nehmlich das Osterfest der Jahre 141, 
148, 143 n. Chr. 


8. Auf das Pfingstfest des Jahres 431 war das dritte ökumenische 
Concil nach Ephesos berufen. Anf welches Datum? 

Für das Datum des Osterfestes hat man, da < = 431: 


also ans Taf. IV. Ostern am 19. April. Demnach Pfingsten 49 Tage 
später, am 7. Juni. 

Beide Tage werden bemerkt von Petavius Theol. dogm. T. IV. 
Par. 1650. f. Lib. I. c. 8. §. t. p.39. Chr. Lupus Opp. T.Il. Venet. 
1724. f. p. 8. coL 1. Garnier Marii Mercator. Opp. T. II. Par. 1673. f. 
Praef. p. XXIV. XXIII. Pagi Critic. a. 431. n.11. 12. T.IL Colon. 
AUobr. 1705. f. p. 229. Sam. Bas nage Annal. a. 431. n. 6. T.Ill. 
Polerod. 1706. f. p. 343. Tillemont Memoires p. s. ä Vhist. eccles. 
T.XIV. Par. 1709. 4. p. 377. Walch Historie der Ketzereien Th. V. 
Leipz. 1770. 8. S. 462. S- XXVII, 1. Anm. 1. Der sonst so genaue Mann 
bat sich aber Ebendas. $. XXVI, III. Anm. 1. 8. 459. versehen, indem 
er den 7. Mai als den Pfingstag bezeichnet, an welchem das Concil er- 
öffnet werden sollte. 

Dafs Pfingsten in dem Jahre wirklich am 7. Juni gefeiert ist, Iäfst 
sich actenmäfsig darthun, — jedoch nur auf einem Dmwege, wodurch die 
einfache chronologische Frage Interesse erhält, das um so gröfser ist, da 
die auf jenes Fest bezogene Eröffnung des Concils vermöge des Zeitpunkts, 
in welchem sie erfolgte, von entscheidender Wichtigkeit für den weitern 
Verlauf der nestorianischen Streitigkeiten ist, die auf diesem Concil erle- 
digt werden sollten. 

Es hängt alles ab von dem Tage der Ankunft der entgegengesetzten 
Partheien, der ägyptischen unter Cyrillus, Bischof von Alexandrien und 
der morgenländisohen unter Johannes, Bischof von Antiochien. 

Folgende chronologischen Data ergeben sich aus den Urkunden. 
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Unter dem 19. November 430 beriefen die Kaiser Theodosius II. 
and Vaientinian III. ein allgemeines Concil nach Ephesus, sich zu ver- 
sammeln nach dein nächsten Osterfest, am heiligen Pfingsllage. Dieses Aus- 
sclireiben an die Metropoliten ist erhalten in den Acten des Concils. Mansi 
Concil. nov. et ampl. Collect. T. IV. (p. 1129. C) p. 1113. C. lat lind. 
T. V. p. 532. B. 

Nestorins, Bischof von Constantinopel, der es am nächsten hatte, 
traf gleich nach dein Osterfeste in Ephesus ein, wo er schon viele Bischöfe 
versammelt fand. So erat. Hist, eccles. lab. VH. c. 34. ed. Reading. 

р. 383. vergl. Evagr. Hist, eccles. Lib. I. c. 3. p. 252. Liberal. 
Breviar. c. 5. Mansi T. IX. p. 665. C. 

Cyrillus, Bischof von Alexandrien, kam noch vor Pfingsten in 
Ephesus an, wie er selbst sagt ep. ad guosdam de clero Conslant. Mansi 
T. IV. p. 1229. C. vergl. Evagr. Bist, eccles. Lib. I. c. 3. p. 253. 

Juvenalis, Bischof von Jerusalem, der zur ägyptischen Parthei 
hielt, traf erst den 5. Tag nach Pfingsten ein. So erat. II. e. Lib. VII. 

с. 34. p. 383. 

Nestorins änfserte sich im Privatgespräch mit Bischöfen der ägypti- 
schen Parthei : „ein Kind von zwei oder drei Monaten nenne er nicht Gott”, 
drei Tage vor dem Concil. Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T.IV. 
p. 1240. B. Auf diesen Vorgang, indem man ihn mit Unrecht für öffent- 
lich nahm, bezieht sich die Angabe späterer Griechen, das ephesinische 
Concil (das erst am 28. Juni eröffnet wurde) sei ö»i 20. Juni zusammen- 
getreten. Theophan. Chronograph, p. 77. C. ed. Bonn.Vol.I.p.l38.s<j. 
Nicephor. Hist, eccles. Lib. XIV. c. 34. T.U. p.5I2. D. 513. B. 

Als Cyrillus beschlossen hafte die Versammlung zu eröffnen und 
den Nestorius zur Theilnabme aufforderfe, am Tage vor der wirklichen 
Eröffhung, Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T.IV. p.1237. B.; 
an demselben übergaben 68 Bischöfe eine Protestation gegen die Eröffnung 
der Kirchenversammlung vor Ankunft des Johannes und einiger abendländi- 
schen Bischöfe. Sgnodic. c. 7. Mansi T. V. p. 765. A. 

Unfer den Protestirenden sind auch Alexander Bischof von Apa- 
mea und Alexander Bischof von Hierapolis: ihre Unterschriften a. a. 0. 
p. 766. A. C. Sie waren von Johannes vorausgesandt, in dessen Auftrag 
sie, nach dem Vorgeben des Cyrillus, diesem anheimgegeben haben sollen, 
ohne länger auf ihn zu warten, zur Sache zu sebreiten. Wenn aber zu- 
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gleich ausgesagt wird, sie seien 16 Tage nach dem feslgeselzlen Zeitpunkt 
angekommeu, Conc. Ephes. ep. ad Caelestin. Mansi T. IV. p. 1332. B. 
Cyrill. Apologet, ad Theodos. Ibid. T. V. p. 241. A. '), das ist, wie 
gleich bezeugt werden wird, am Tage der Eröffuuug des Concils durch 
Cyrillus (82. Juni); so steht dies mit ihrer Unterschrift vom vorigen Tage 
in Widerspruch: — so dafs in der Angabe des Cyrillus ein Fehler sein 
mufs. Das ist auch die Meinung von Tillemont Man. T. XIV. p. 764., 
den Walch Hist, der Ketzer. Th. V. S.476. f. mifsversiauden zu haben 
scheint. Dadurch tritt in chronologischer Hinsicht der Vorwurf einer simu- 
lirten Beschönigung, den Walch gegen Cyrillus erhebt, aufser Kraft 

Nichtsdestoweniger eröffuete Cyrillus die Versammlung vor Ankunft 
der morgenländischen Bischöfe. Das Datum dieses entscheidenden Tages 
ist auf dreifache Weise angegeben: in dem Protokoll selbst X.Kal. Julias 2 ), 
a. Conc. Ephes. Act. I. Mansi T. IV. p. 1124. AJ< °) lat. T. V. 
p. 529. C. , ebenso in der Protestation des kaiserlichen Commissarius Can- 
didian von demselben Tage Sgnodic. c. 9. Und. p. 772. A.) sodann der 
22. Juni nach dem römischen Kalender, in dem Synodalschreiben an die 
Kaiser, Mansi T.IV. p. 1237. B . 3 - 4 ) ; endlich der 28. Pagni nach dem 
alexandrinischen Kalender, in den Briefen des Cyrillus ep. ad quosd. de 
clero Constaniin. p. 1229. D. 3 ’ c ) ep. ad clerum populumque Alexandr. 
p. 1241. D. — Von dieser Versammlung ward Nestorius entsetzt an dem- 
selben Tage : das Datum, der 22. Juni, iu dem Synodalschreiben an Nesto- 
rius, „den neuen Judas” p. 1228. A. Den 88. Juni als Datum dieser Ver- 
handlungen nennt Socrat. H. e. Lib. VII. c. 34. p. 384. 

Zugleich erfahren wir, dafs dies 16 Tage nach Pfingsten, dem fest- 
gesetzten Eröffnungstage gewesen ist: zuerst aus dem Protokoll dieser 
Versammlung durch die Aussage des Memnou, Bischofs von Ephesus, 


*) Conc. Ephes. ep. : ptö’ ijp igav Ixxatdsxäxtjv npoidpa/tov ttvig tüv avv 
avrtß intoxonuy, /n;rponoXirai < tvo. Cyrill. Apolog.: ixt ije yüg int <ftxatt^r Ötaye- 
vopivr t s %(iipae, fjxov tivse ftoXtg rtäv ovv avriü, ttäv äXXoj v oi ngovyovitg, ftijigo- 
nolitat äi ovtot. 

3 ) Der Anfang des Protokolls ist in die Acten der ephcsinischen Räubersynode 
(449) und von da in die Acten des chalccdonischen Concils (451) übergegangen, aber 
mit abweichendem Datum. Conc. Chalced. Act. I. Mansi T. VI. p. 872. A . : « j rrpo 
gvitxtx xaXctvdüv Avyovotmy, tyttg loxi xax Alyvnxiovg ‘Enctpl xrj' : beides der 22. Juli 
sutt des Juni. 

s » °) npe äixa xaXavdwv 'IovXiuv. & ) iv st} ijpefa ptjvig ’lovviov dtvtega xai 
tlxootfj «ata ’Pupaiovg. c ) xf; xatd ' AXtlaydgili oydotj «oi tlxäit xov Ilavvi ftrjvög. 


Digitized by Google 



136 


4 . Piper, xw Kirchenrtchnung. 


Mansi T. IV. p. 1129. D. l> “) lat. T. V. p. 5 33. A.; dieselbe Anssage mit- 
getheilt von Evagrins B. e.Lib.1. c.4. p. 254. (wiewohl er selbst Ibid. 
p. 253. 15 Tage zählt). Eben so beifst es in dem Synodalschreiben an 
die Kaiser, Mansi T. IV. p. 1237. A. (zweimal) 1 ’ h ) und einem spätem, 
p. 1461. A. lat. T. V. p. 651. D. 652. D. und io dem Synodalschreiben 
an den röm. Bischof Cälestinus, T. IV. p. 1832. A.' c ). Desgleichen in 
Cyrilli ep. ad. quosd. de cler. Constanl. p. 1229. C. 

Ibas, späterhin Bischof von Edessa kam post dtios dies damna- 
tionis Nestorii zu Ephesus an, wie er selbst sagt ep. ad Marin in Cone. 
Chalced. Act. X. Mansi T. VII. p. 243. C. auch in Facund. Hermian. 
Pro def. trrum capil. Lib. VII. c. 2. Galland • Bibi. Patr. T. XI. p. 734. 
col. 1. D. Wenn man aus einer Stelle eben des Facundus’) den Scfalufs 
gemacht hat, Ibas sei gar nicht zu Ephesus gewesen; so zeugt der Zu- 
sammenhang derselben (s. auch a. a. O. col. 1. D. col. 2. A.) vielmehr 
für das Gegentheil, vergl. Garnier MarnMercat. Opp. T.ll. p. 353. sq. 
Lupus Opp. T. VII. p. 30. col. 2. sq. Wenn aber, wie aus dem Zu- 
sammenhang im Briefe des Ibas hervorzugehen scheint, Ibas gleichzeitig 
mildem Bischof Johannes angekommen ist; so mufs wohl die Zweizahl der 
Tage ein Gedächtnifsfehler (nicht eine Lüge, die Garnier ihm Schuld giebt) 
sein, da die spätere Ankunft des Johannes keinem Zweifel unterworfen ist. 

Johannes, Bischof von Antiochien, an der Spitze der morgenländi- 
schen Bischöfe, der durch verschiedene Umstände zurückgebalten war, halte 
nach einer ununterbrochenen Beise von 30 Tagen seine nahe Ankunft dem 
Cyrillus, die Verzögerung entschuldigend, angekündigt: damals hatte er 
noch 5 oder 6 Tagereisen vor sieb, wie aus dem Briefe selbst erhellt bei 
Mansi T. IV. p. 1121. B. Dieses Briefes, den Johannes positus in sexta 
mansione geschrieben habe, gedenkt Liberatus Breviar. c. 5. Mansi 
T. IX. p. 665. E. — Zwei Tage vor der Versammlung schrieb Cyrillus an 
Johannes, die ganze Synode warte auf seine Ankuuft, Episcop. Orient, ep. 

'■ “) ano tr;s äpwpityc npo&eofiiat naQijl&ov qpigat den all. find dl 3t- 

xalS, oXae riftipat and Ttjc ayiae ntrtijnoorije^ ä^t&pov/utrae avvenpor^aa/uiy xr/v 
äugouatv. c ) vntptfri/it&a *6 ovvdtgiov tut u trv opto&eiuar vuipar xrc ayiae nev tr~ 
xoaiijc l'f ökats 3t'ua xal t| mtlgais- 

7 ) Facuud. /. e. Lib. VII. c. 3. p. 735. col. 1. A.: Ibas aulem non interfuit 
Ephesino concilio, in quoNeslorius est damnains : d. h. er war nicht bei jener ersten 
Versammlung der ägyptischen Parthci, wie er ja selbst sagt, data er zwei Tage spä- 
ter gekommen. 
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ad itnperaU Mansi T. IV. p. 1272. C.; — worauf dem Cyrillus kund 
wurde, dafs die morgenländiscben Bischöfe noch 3 Stationen entfernt wären, 
Episcop. orient. ep. ad regmas p. 1277. E. 

Endlich traf Johannes, nachdem er von Antiochien bis Ephesus zu 
Lande 40 Tagereisen zurückgelegt hatte (Episcop. orient.ep. ad. imperat. 
Mansi T.IV. p. 1272. Ej, in Ephesus ein: 21 Tage nach dem festge- 
setzten Termin, laut des Synodalschreibens an die Kaiser vom 1. Juli, 
p. 1424. B. x ) | wogegen in einem spätem Synodalscbreiben an die Kaiser, 
p. 1461. Ä. ’) von 22. Tagen Verspätung die Rede ist Er hielt stehenden 
Fufses (Conc. Ephes. ep. ad CaeUstin. p.1333. B.) eine Versammlung der 

morgenländiscben Bischöfe, in der Cyrillus und Memnon entsetzt wurden. 

Dies war 5 Tage nach der von Cyrill gehaltenen Versammlung, wie zu 
Anfang jener zweiten Versammlung Candidian aussagt, in den Act. conciüa- 
buli Ephes. p. 1260. ö. 1 ), der selbst in der ersten Versammlung unter 
Cyrillus vergebens darauf gedrungen hatte, man möge nur noch 4 Tage 
auf die Ankunft der morgenländiscben Bischöfe warten, s. seine Contestatio 
in dem Sgnodic. c. 9. Mansi T. V. p. 771. B. Fünf Tage nach Ent- 
setzung des Nestorius sagt auch Evagrius H. e. Lib. I. c. S. p. 264. 
Dagegen läfst das Sgnodic. c. 11. p. 773. A. den Johannes post tri- 
duvm ankommen , und hat zum Eingang des Protokolls der von demselben 
gehaltenen Versammlung, p. 773. B. das Datum VI. Kal. Jul., den 26. Juni. 
Auch Theophanes Chronogr. p. 78. A. ed. Bonn. Vol. I. p. 139. und 
Nicephorus Bist, eccles. Lib. XIV. c. 35. T.U. p. 514. sprechen von 
3 Tagen*). Post bidmim heilst es bei Liberatus Breviar. c.6. Mansi 
T. IX. p. 666, A. — Aufserdem erhalten wir noch eine Bestimmung 
des Wochentages oder vielmehr eine Grenze für denselben. Am Sonn- 
abend Nachmittags (sabbatho meridie, dum jam advesperasceret ) war schon 
die Absetzung über den Cyrillus und Memnou ausgesprochen und überall 
angeschlagen; demgemäfs Johannes, da er erfahren hatte, diese von ihm 


*) *'7*' ayiar aveßaXrto ovvodov tni ttaooi na} ftiav yfUQar find tyv Mögt- 

ItQO&tO/fAICtV. 

I ) , (***“ *l*oo%ijr bsvttQuv rtjs fa&eioi;e ttgo&tofiiae flöhe <p&doae r.uioav. 

Lat loirf. I . V. p. 654. A. nach der ed. vet. Dagegen abweichend p. 652. Iß. nach 
der ed. BasiL: post vicesimum dient praetiituti termini. 

J ) ftpo Tovray ijftepüv i ... ovvax&evTt e. 

*) Theophan.: yl&ev /mto tgiig ij/uif/as ‘Iaivvtis. Nicephor.: vostgrauc 
iQtstjv ijfMQav xije ua9aigiaeme. 

CmUs’i Jourwl «I. M. IM. XXJL Hft 2. |8 
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entsetzten Bischöfe wollten am folgenden Sonntage feierlichen Gottesdienst 
halten, den Candidi&n schriftlich aufforderte, sie davon abzuhalten, s. das 
Protokoll über das Resultat dieser Verhandlungen in dem St/nodic. c. 12. 
Mansi T. V. p. 774. A. D. 775. A. Es ist kaum zu bezweifeln, dafs 
dies der nächste Sonnabend nach der Absetzong des Nestorius gewesen 
ist: erstens, weil die ägyptische Parthei am Sonntage nach Eröffnung ihrer 
Synode das Abendmahl wird feiern gewollt haben; zweitens, weil von 
der morgenländischen Parthei, die um die Zeit dieses Sonnabends mub 
angekommen sein nnd den Cyrillus sogleich entsetzt batte, diese Absetzung 
eben erst und nicht schon seit einer Woche ausgesprochen war, wie wohl 
deutlich aus dem angeführten Protokoll hervorgeht. 

Um nun hieraus das chronologische Resultat zu ziehen, so ersieht man : 

1) Cyrillus bat das Concil eröffnet am X. Kal. Jul. = 28. 
Payni =2 2. Juni Alle drei Angaben stimmen mit einander, da der erste 
Payni stets auf den 26. Mai trifft. — Wenn Socrates den £8. Juni nennt, 
so hat er höchst wahrscheinlich nur das römische mit dem ägyptischen 
Datum verwechselt, oder vielmehr beide Monate, Juni und Payni für iden- 
tisch genommen. 


Der Wochentag des £2. Junius im Jahre 431 n. Chr. ist nach §, 15, 1., 
da f = 431 und aus Taf. I. m = 3: 



= 2, ein Montag. 


2) Was die Epoche der Aukunft des Johannes und der von 
ihm gehaltenen Versammlung betrifft: da diese 21 Tage nach dem ?. Juni, 
dem festgesetzten Eröffnungstage, — wie gleich erläutert werden soll - — 
erfolgte, so kann sie nicht früher sein, als der 27. Juni ([sind volle Tage 
gezählt, so ist es der 28. Juni); und da sie 5 Tage nach dem 22. Juni, 
dem Datum der Versammlung unter Cyrillus, erfolgte, so kann sie nicht 
später sein, als der 27. Juni (sind laufende Tage gezählt, so ist es der 
£6. Juni) : später auch deshalb nicht, weil der 27. Juni ein Sonnabend ist, 
und zwar der Sonnabend nach der Absetzong des Nestorius. Hieraus folgt, 
dafs Johannes Bischof von Antiochien am Sonnabend den 2 7. Juni 
Vormittags zu Ephesus angekommen ist, da er denn sogleich eine Ver- 
sammlung der morgeuländischen Bischöfe gehalten und die Häupter der ägyp- 
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tischen Partbei abgesetzt hat: worauf die weitern Ereignisse des Sonn- 
abends, wie vorhin erwähnt, vorgefallen sind. 

Ich verwerfe also einerseits die Angabe der 22 (statt 81) Tage 
von dem festgesetzten Tage bis anf die Ankunft des Johannes iu dem spä- 
tem Synodalschreiben, die nicht nur mit der frühem Angabe derselben Syn- 
ode, sondern auch mit der zu Protokoll genommenen Aussage Candidians 
iu Widerspruch ist. Auf der andern Seite ist offenbar unrichtig die An- 
nahme einer Differenz von nur 2 oder 3 Tagen zwischen der ägyptischen 
Versammlung und der Ankunft des Johannes in Schriften des sechsten 
Jahrhuuderts: ihre Quelle ist wahrscheinlich der erwähnte Ausspruch im 
Brief des Ibas ; auch mag sie aufserdem auf einem falschen Schlufs beruhen 
aus der Nachricht, dafis Johannes noch drei Tagereisen von Ephesus ent- 
fernt gewesen, vergl. Synodic. c. 7. Ueberschrift. Mansi T. V. p. 765. A. 

Die Neuem sind über dieses Datum nicht einig, zum Theil mit sich 
selbst in Widerspruch. Petavius hat in der Doctr. temp. Lib. XIII. 
T.II. Par. 1627. f. p. 780. den 27. Juni angenommen (wegen der 5 Tage), 
später in der Theolog. dogm. T.IV. Lib. I. c.8. $• 4. p.40., wo er näher 
auf die Sache eingeht, den 28. Juni (wegen der 22 Tage). Dagegen ent- 
scheidet sich Tillemont Mem. T. XIV. p. 768., der ausführlicher die 
Frage erörtert, für den 27. oder 26. Juni (auch mit Rücksicht anf die Vor- 
fälle des Sonnabends). Aus derselben Rücksicht bezeichnet Lupus Opp. 
T. VII. p. 43. col. 1. cf. p. 42. coL 1. Freitag den 26. Juni als den Tag 
der Ankunft des Johannes, bald darauf aber p. 65. c. 1. Sonnabend den 27. 
Juni. Für Freitag den 26. Juni spricht sich Sam. Basnage aus Annal. 
a. 431. c. 20. 21. T. III. p. 3o0. (gegen Baron ins, der den 27. Juni 
annimmt). Sonnabend den 26. Juni sagt Garnier Marti Mercator. Opp w 
T. II. Praefat. p. XXVII., durch ein Versehen, er meint den 27sten, siehe 
p. LVII.; aber Salig De Eutgchian. ante Entgeh. Wolffenb. 1723. 4. 
p. 244. hat es ihm naebgesagt. Walch Hist, der Ketzer. Th. V. S. 491. 
erklärt den Tag der Ankunft des Johannes für sehr ungewifs , es habe 
aber keinen Zweifel, dafs es entweder der 27. oder der 28. Juni sei. 
Sonnabend den 27. Juni hatPagi Critic. a. 431. n.22. T.II. p.231. sq. 
Dasselbe Datum für das ephesinische Concil unter Johannes ist angesetzt 
von Fabricius Bibi. Gr. ed. Hart. Vol. XII. p. 638. und in der Art 
de cerißer les dales. ed. 3. 1783. f. T. I. P. 2. p. 145. 

18 * 
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3) Das Pfingstfest dieses Jahres ist gefeiert 16 Tage vor der Er- 
öffuaug des Concils durch Cyrillus, die am 22. Juni, einem Montag, erfolgte. 

Indem man also von da zwei Wochen und was darüber ist bis auf den 
Pfingstsonntag zurückrechnet, so kann das Datum desselben kein anderes 
sein, als Sonntag der 7. Juni: — von wo bis zum 22. Juni 15 volle 
Tage sind, wie Evagrius bat (vgL Lupus Opp. T.II.p. 8. col. SK) ; 
während alle übrigen Aussagen, die von 16 Tagen sprechen, laufende Tage 
(vergl. Pagi Critic. a. 431. n. 12. T. II. p. 229 .) zählen. 

Dieses nun gilt zunächst nur von der Feier des Pfingstfestes nach 
alexandrinischer Rechnung, in der griechischen Kirche. 

Stimmte in der lateinischen Kirche das Datum damit überein? 

Nach dem altern 84jährigen Cyclus der Lateiner allerdings nicht, 
da ihm zufolge im Jahre 431 Ostern auf den 12. April (s. Ideler Uandb. 
der Cbrotiol. Bd. II. 8.251 .), also Pfingsten auf den 31. Mai traf, — eine 
Woche früher, als nach alexandrinischer Rechnung. Wohl aber nach der 
wahrscheinlich durch Prosper Aquitanus vorgenommenen Verbesserung je- 
nes Cyclus (8. Ideler a. a. O. S. 271.), die wahrscheinlich damals m 
Kraft bestand. Und gerade die Ereignisse dieses Jahres (431) dienen 
dazu, die letztere Wahrscheinlichkeit zu bestätigen. 

W r as die Theilnahme des Abendlandes an dem allgemeinen Concil 
zu Ephesus betrifft, so war in der nordafrieanischen Kirche na- 
mentlich Augustinus, Bischof von Uipporegius, vom Kaiser dazu einge- 
laden. Der aber war schon verstorben, als das Schreiben ankam. So 
nahm denn Capreolus, Bischof vonCartbago, die Berufung an; aber die po- 
litischen Verhältnisse unter den Vandalen hinderten den Zusammentritt einer 
Synode, welche Abgeordnete zum Concil wählen sollte. Capreolus sandte 
also nur seinen Diaconus Besulas mit einem Schreiben an das ephesinische 
Concil, in welchem erwähnt wird, das kaiserliche Rescript sei erst in die- 
bus Paschae angekommen. Capreo lep.ad concil. Ephes. beiMansi T.IV. 
p. 1210. A. 

Von Seiten der römischen Kirche aber erschienen auf dem Con- 
cil als Abgeordnete des Bischofs Cälestinus die Bischöfe Arcadius und Pro- 
jectus mit dem Presbyter Philippus. Das Commonitdrium des Cälestinus 
für dieselben ist unter dem 8. Mai 431 ausgefertigt, bei Mansi T. IV. 
p. 556. C. Aufserdem sind noch andere Schreiben des römischen Bischofs 
in Sachen des ephesiniscben Concils vorhanden : an den Cyrillus vom 7. Mai, 
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p. 1292. D., an das Concil selbst vom 8. Mai, p. 1287. B. und an den 
Kaiser Theodosius vom 15. Mai, p. 1291. D. Jene Abgeordneten kamen zu 
Ephesos an and traten sogleich in die Versammlung der ägyptischen Par- 
tbei ein, am 10. Juli (VL Id. Jul., nach den Aegyptern am 16. Epiphi), 
laut des Protokolls Conc. Ephes. Act. II. Mansi T. IV. p. 1280. D. 

In allen diesen Actenstücken und Verhandlungen aber ist keine 
Spur ersichtlich, dafs das Osterfest, demnach auch das Pfingstfest dieses 
Jahres im Abendlande zu anderer Zeit, als im Morgenlande gefeiert wor- 
den: eine Differenz, die doch wohl zur Sprache kommen mufste, wenn der 
Kaiser das Concil auf das Pfingstfest dieses Jahres berief. Ein Grand an- 
zunehmen, dafs sie nicht vorhanden war. 

Da nun (las Rächst vorhergehende Osterfest, welches nach der An- 
ordnung des Cyclus durch Prosper ein anderes Datum erhalten hätte, 
10 Jahre früher ist, im Jahre 421 (in welchem uach dem altern 84jährigeu 
Cyclus der 3. April, Übereinstimmend mit den Alexandrinern ; nach Prosper 
der 10. April der Ostertag ist), Prosper aber kaum früher als 430 seinen 
Cyclus herausgegeben hat, vgl. (van der Hagen) Observat. in Prosper* 
Aquit. Chronic. Amstel. 1733. 4. p. 216: aelas eüamProsperi hoc permit- 
tif, ut circa annum Christi 430 cychtm svum jam ediderit. cf. p. 180. f — 
so wird wahrscheinlich, dafs im Jahre 431 zuerst die durch Prosper ge- 
gebene Anordnung des 84jährigen Cyclus, in der Abweichung von dem 
bisherigen Osterkauou, die sie herbeiführte, in Kraft getreten ist. 


Ln julianischen und gregorianischen Kalender. 

3. Es wird das Osterfest des nächsten Jahres 1842 im alten und 


neuen Stil gesucht. 
Hier ist 


imjulian. Kalender 
da t = 1842, 



Also aus Taf. IV. das julian. Oster- 
fest am 19. ApriL 


im gregor. Kalender 
da « = 42, 



Also aus Taf. VL das gregor. Oster- 
fest am 27. März. 
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21. Vierte Aufgabe. Wenn das Datum des Osterfestes gegeben 
ist, dieJahre zu finden, inweichen es auf jenes Datum trifft. 

1. Nach der oben §. 12, 1. gegebenen allgemeinen Formel (XXVI) 
für den juliauischeu Kalender läfst sich leicht eine Tafel entwerfen mit 
den Argumenten a und c ; wodurch man unmittelbar bis zum Jahre 532 
durch die aus dem Osterdatum berechneten Werthe von a und c das ent- 
sprechende Jahr findet. Da schon Lambert Berl.Astr.Jahrb. für 1778. 
TA. II. 8. 220. vgl. & 222. eine Bolche Tafel gegeben hat, so wieder- 
hole ich eie hier nicht. 

2. Hiernächst werde die Aufgabe so bestimmt, dafs innerhalb 
eines gegebenen Jahrhunderts die Jahre für das Osterdalom ge- 
sucht werden. 

Die Tafeln VII. und VIII. dieneu zur Auflösung derselben : für den 
julianiseben Kalender allgemein; für den gregorianischen vom 16ten bis 
zum 22stcn Jahrhundert 

Es sei das («-f-l) ste das gegebene Jahrhundert; so dafs von 100« 
bis 100«-f-09 die Jahre gesucht werden. So gehe man mit dem gegebe- 
nen Osterdatum, und für den julianischen Kalender unter dessen Ueber- 
schrift, für den gregorianischen Kalender mit dem Werthe von s in 
Taf. VII. ein, die unmittelbar nicht mehr als eine (in den letzten sechs 
Tagen gar keine) Zahl giebt, welche a heifsen soll. Aufser der man aber 
noch die in den sechs vorhergehenden horizontalen Reihen derselben veo- 
ticalen Reihe stehenden Zahlen ebenfalls als Werthe von a ansetzt. Man 
nimmt sodann aus derselben Tafel den dem gegebenen Osterdätum entspre- 
chenden Werth von m; und bildet nun: 


und 


für jeden Werth von a, 
int Julian. Kalender 



im gregor. Kalender 


^"1 = 

wodurch man einen Werth von ir, aber so viele a erhält, als a Werthe 
bat. Mit ir und jedem Werth von a geht man in Taf. VIU. ein, welche 
unmittelbar in dem gegebenen (*+l)sten Jahrhundert das gesuchte Jahr 
giebt: für jedes dieser Paare a und t ein Jahr, in vierFälleu zwei Jahre; 
oder anzeigt, dafs ein solches in dem Fall nicht vorkommt. 


/._+m_+2) = 
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32. Beispiele. 

In welchen Jahren seit der Kalenderreformation (1582) bis zum 
Jahre 1999 nach dem gregorianischen Kalender trifft Ostern auf sein frühe- 
stes (März 22), und in welchen Jahren auf sein spätestes (April 25) Datum? 


1. Ostern am 22. Märe. 


Für dieses Datum ist ans Taf. VIF. m = 4, und hat in derselben 
Tafel a nur je einen Werth, mit Ausnahme des zwanzigsten Jahrhunderts 
(s=19), in welcher Columne zum 22. März gar kein a vorkommt', ein 
Zeichen, dafe in diesem Jahrhundert Ostern auf jenen Tag nicht treffen 
kann. Für die übrigen Jahrhunderte hat man die Werthe von a: 
für s = 15 | * = 16 

o = 2 

demnach 



für 


s = 17 


s = 18 


demnach 

f*- 17 — (t)+ 4 ) 


13 


x — 


p^®4- 


- (IWJtLI. . .. 


Mit diesen Werthen von a und it giebt Taf VIII. das Jahr 

3 


3 

° 98 


93 


61 


18. 


Mithin trifft seit 1582 bis 1999 Ostern auf sein frühestes Datum nur in den 
Jahren 1598, 1693, 1761, 1818. 


2. Ostern am 25. April. 

Für dieses Datum ist aus Taf. VII. m = 5. Auch hier hat o nur 
je einen Werth, (den man in der sechsten horizontalen Columne vor der 
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Columne dea 25. April findet), nnd zwar: 
für a = 15 | f = 16 | * = 17 

a =b 13 
daraus folgt 
a = 16 j = 4a = 9 t = 5 a = 15 jt = 0 
u = 54 « = 66 v =s 34 


18 


/ 


a = 10 t = 2 
« = 86 


8 = 19 
tf = 5; 

a = 5 7T — 4 
u = 43. 


Das erste Jabr 1554 liegt noch jenseits der Kalenderreformation, nach 
deren Grundsätzen aber Ostern in diesem Jahre allerdings auf den 25. April 
(nach dem alten Stil traf es auf den 25. März) gefallen sein würde. — 
Sonach trifft seit 1582 bis 1999 Ostern anf sein spätestes Datum nur in 
den Jahren 1666, 1734, 1886, 1943. 
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31 
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3A 
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3A 
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3A 
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2 

WA 
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WA 

VA 
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VA 

2A 
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16/1 

21 
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3 
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SA 
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22 A 
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SA 
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81 
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IA 

22 A 

4 
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14 A 

7 A 
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14.1 

31 Af 
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14/1 
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7 A 

31 Af 

14.1 

7A 

24Af 
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31 Af 

21.1 

5 


3031 

20 A 

61 


13.1 

SA 

20A 

13/1 

30 AI 


6 A 
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SA 

2 lAf 

13.1 

30 Af 1 20.1 1 

6 
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5 A 
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m 

m 

m 

sa 


KB 
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SA 

22Af 
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SA 
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16/1 

u 
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i 

1 
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8.1 

1/1 

15/1 

8A 

25AI 

15/1 

1/1 

22/1 
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\A 

22.1 

SA 

IA 

15/1 

SA 
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2 

31 AI 

21 1 

7A 

31 Af 

211 
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4 . Piper, zur Kirchenrechnung. 
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Tafel VII. 
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4 

. 

2 
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2 

. 

10 

. 

2 

23.11 

1 

12 

. 

10 

. 

26.11 

0 

1 

18 

. 

10 
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6 

• 

7 

18 

. 

28.11 

5 

9 

# 

7 

13 

29.11 

4 

. 

15 

, 

7 

30.11 

3 

17 

4 

15 

. 

31 AI 

2 

6 

. 

4 

15 

\A 

i 

, 

12 


4 

2.1 

0 

14 

1 

12 

. 

3 A 

6 

3 

. 

1 

12 

4.1 

5 

. 

9 

. 

1 

SA 

4 

11 

. 

9 

. 

6.4 

3 

0 

17 

. 

9 

7.1 

2 

. 

6 

17 

. 

SA 

1 

8 

. 

6 

17 

9/1 

0 

. 

14 

. 

6 

104 

6 

16 

3 

1 

. 

114 

5 

5 

# 

3 

14 

124 

4 

. 

11 

, 

3 

134 

3 

13 

0 

11 

. 

144 

o 

2 

. 

0 

11 
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t 

. 

8 

. 

0 
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0 

10 

# 

8 


174 
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. 
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. 

8 

184 

5 

18 
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16 
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5 
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82 
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26 
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84 
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10 
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29 
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10 
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11 
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68 

30 
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49 

11 

12 

. 

12 

69 

31 

. 

88 

50 

13 

51 

a 

13 

70 


32 

89 

14 

90 

. 

52 

14 

71 


33 

15 

34 

91 

. 

53 

15 

. 

72 

16 

| 73 

35 

. 

92 

54 


16 

17 

1 17 

74 

. 

36 

93 

55 


18 

| 56 

18 

75 

■ 

37 

94 
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Verbesserungen. 

S. 104 Z. 8 t. u. ist zu lesen: Datum des Osterfestes und Pfingstfestes im Jahre 431 und Be- 
stimmung der Tage, an welchen (hu Hl. ökumenische Concil zu Ephesus eröffnet 
wurde* — Datum des julian. und gregor. Osterfestes im Jahre 1842. §. 20. 

S. — Z. 2 v. u. Wann triff! von 1582 his 1999 das gregorianische Osterfest auf sein frühe- 
stes, wann auf sein spatestes Datum? §. 22. 


19 * 
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5 . 

Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer ratio- 
naler Functionen in Partialbrüche. 

(Von Herrn Prof. Oettinger zu Freiburg i. Br.) 

(ForUeliung de« Aufsatze« No. 2. im rongen Hefte.) 


V. 

Um die Werthe der Coeflicienten, welche den Partialbrüchen zugehören, 
die durch Zerlegung der Binomien entstehen, za finden, gehen wir von 
folgendem einfachen Falle 

/* 

(x t)fl* 

aus. Es sei za dem Ende 


f* E 9 1 E l 

( 1 - 6 / 1 " {x — bf~ {x—by~ l 


E > 


E, 


jp— t 


+ 


+^i + 


r (x — bf~* 
sf* — 1 


x — b v x" 

Durch Vervielfachen mit dem Nenner der FacuKät erhalten wir 

fx = x" [E>-b E,(x~b) + — Ä) 1 -f- .... E^x-bf-' ] 

*t* {&— A t x -f- A-iX 1 -f* .... A n _ l x n *]. 


gesetzt, so ist x=y-\-b. Führt man diesen Werth statt x ein, und be- 
merkt, dafs fx = B ü -\-B l x + B r x-\- ,...B t x‘ ist, so hat man 
f(y + b) = B 0 + B t (y + b) + B 1 (y + bf + fl, (y + bf+ .... B t (y + by 
= (y+byiEo + Ety+Etf +£,)*+ y^] 

+ y»[4, + ^(y + b) + J,(y + *) , + .... A^y + b)-*]. 

Aus dieser Gleichung werden nun die Werthe für die E auf ähnliche Art 
gefunden, wie die der A gefunden wurden. Zu dem Ende werden die 
Binomien, welche in f(y-^-b) enthalten sind, entwickelt und nach den stei- 
gendeu Potenzen von y geordnet; ferner wird das auf der rechten Seite 
des Gleichheitszeichens angezeigte Vervielfachen ausgeführt werden müssen. 
Dadurch ergiebt sich folgeude Zusammenstellung: 
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88. B a 

B t h + fl,y 

B t V + 2B t iy + 

B,b' + 3 B>b'y + 


^ui<. ^ j;tuvK-*.v 


< ß £ 


*=> A 


jne 


B,i‘ + tB.E y + 

— * . *\f 

***********•••••■. 

B.l- + +.... + 5l; B.py 

= i-E„ + i-E,y +b-E,y +ö'E,y + .... 

+ f4- , E.r+T J -«.y’ +\b-‘Kf +.... 


i'i 


+ TiiT r~ i E a y* + .... 


^ crdcu null die V orzahlcn, welche denselben Potenzen von y zugehörcu, 
gleichgesetzt und die der Verticalreihen auf der linken Seite des Gleich- 
heitszeichens der Kürze wegen durch 

XB.b', ^^±=H Bt b^\ .. 


2; 5 


-pir 


B t b « 


-4 


bezeichnet, so erhält man durch ganz einfache Entwicklung folgeude 
Zusammenstellung, welche das Gesetz für die Werthbestimmung des E 
enthalt: >• -• 


89. E a = 

B 


6 » 
,< z 


T '*> 


2, t B t fr* -1 j. 

Ä * - — V — 4 


0 v -r 
A r l 


•! : -= 

il 


e 2 = 


, ,11-1 

2j -pjr B, b^~ 2 


6 " 
II— 1 


n £i ”("—!) E 1 

b 1.2 6* 


_ .» -1 

— 2 *"i TrB,fcX ~* n.Ek-t 


1 “*.f, , r • i| , 1 

• •»K.iiuM • ti «j|,< n 


Hi 


I? i"" n • c-l-i n(n — 1 )2?i_j 

‘ ” 6" 6 1.2.6» 


. r|*8Vtiri J*t 


n(»-l)....(»-Hl)« s 

172 6 * • 
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160 5, Oetiinger , über die Zerlegung algebraischer Brüche in Partialbriiche. 

Diese Bildungsweise ist zurücklaufend. Aus ihr läfst sich durch Einführung 
der frühem Werlhe von E in die entsprechenden Gleichungen folgende Dar- 
stellung gewinnen: 


90. 


JEo 
«» 
J B, 


Bi b* 


b 

* 


* 2o B.6* 


— n 


6»+‘ 




f Bi 6*- 


i n (*+i) v 1 

* iTsT 


c‘ß,i] 


JE* == f *••• 

.... 


Die entwickelte Darstellung von (89) ist folgende: 


Eu — 

B 0 +B 1 6+B,6*+B,6*+. < 

LH 


6" 



E t = 

«,+215,6+38,6*+.... _ 
6” 

n B 0 
6 



B,+3B,6+6B,6’+ .... 

17 S, 

■ fn — 1) 

ft, — 

6" 

6 

1.2 6’ 

E, = 

B,+4B,6 + 10B,6’+.... 


n(w— t)2s, it(n— !)(«— 2) £ 0 

6" 

6 

1.2.6* 1.2. 3. 6* 


5 


die ans (90.) ist 

9*. Ei = i[ll l + 211,4 + 311, ■J(ü..+ B,* + Ä* **+....)] 
E t = l[tf l + 3fl I 4 + 6ß,4’ + ....-y(B 1 +2ß,4 + 3ß J 6 J +....) 

+ ^ ) (B U +Ä 1 4+Ä,Ä’+-)] 


Ganz unmittelbar ergeben sich hieraus die Werlhe von JS*,, i E» .. ., 

weun die Function ■ ‘ 

f* 

(i+t/x" 

in Partialbrüche zerlegt werden soll. Zu dem Ende wird in den eben ge- 
fundenen Gleichungen —b statt b zu setzen sein. Es ist hieraus 
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» 3 . E 0 = (-y X( ~ - £A - 

«, = (-)' =* 


E , n E t n(n-t)E. 

Ä *“ ^ T-j 1,2.6’ 


94 . 


X (— )*-* -Tijr nE , 

«*«(-)" i + nEi ~ l 


6» 


1.2.6’ -r " 




'*• 1 ^ 7171“ » 


1 X(-r Bj) 

E , = (-)" ^(2i(-r*^‘ + ~ ft 1-1 


. n(w-fl) 

T 1.2.6’ 




ß* = (-)•£ [s I(-r*S? ß, »*-*+ 7 2Lx <-)*-»+* B,*~*+* + .... 


Soll die Function 


f* 

(6 — *)?x“ 


iu Partialbrüche zerlegt nnd sollen die Werthe für J5 U , ß,, ß 2 , .... be- 
stimmt werden, so ergiebt sieb auf ähnliche Weise, wie die znr Darstellung 
von (88.) befolgte, die hierzu nöthige Entwicklung, welche zu folgenden 
Gleichungen führt: 


95 . 


E u — 


X B'b* 
6 " 


E t = 


, nE. 

6 " 6 
e* = (,- y — 


w(n — t)B 0 
1 . 2 . 6 » 
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iü! 

i 

• i 

„» s*!- 1 


« z 1 “ 1 

„ , 2j W ****“’ , nE t n(n-i)E, , n(n-t)(n-2) E, 

— C ) b* T" b 1.2 6» *1* 1.2. 3. 6* 


E, 


, , i.Jgj -1 n (n- DEj-a 

* = C — / jü5 


+ 


1.2.6* 


-(• .... 

••• • v v "jrr jT • 

96. B, = — — yZjÄ,»'] 

e , = (-)■ i [ s; ß, i- - j 2.- f im- + s; ».*■] 

e, = (-)' i [z; im— — £ sii-. tSt «.*— +1 

.... C— )‘(f) i 

Wir wenden uns non zur Bestimmung derWerthe von E u , E t , Ej ...., 

welche durch Zerlegung der Function 

fx 


f(x — a,) (x — 6) p x* 
in Partialbrüche entstehen. Ist 

/ £ 0 _i B i l. E * _l g p-> 4 . j, ff 

f(x—ar){x—b)Px* ~~ (x — 6)p ’T' (x-6)P-‘ ^(x — 6)P-’ ~ (x — 6) ' ' 

so wird durch Vervielfachen 

fx = + + •••• + (x—br-']f(x—a r )x* 

+ (x—by(?pM l ). 

Wird hierin x — b — y, also x — y-\-b gesetzt, so entsteht folgende Dar- 
stellung 

tf.(y+*) + ß 5 (y+*) , + ß >(y+ Ä ) J + •••• 

= [E u +E l y+E,y'+E J f+ f(y+b-a r ) (y +*)" + y* (***»)• 

Werden die angezeigten Operationen ausgeführt und die Vorzahlen, welche 
einer und derselben Potenz von y zugehören, gleichgesetzt, so ergiebt sich 
X,B z b‘ = B u C'b m 

2t zB t b‘~ l = ELC'b' + iC-'b' + nC'b^E» 

2t B z b~' = E 2 C r b • + (C r ~' b* + nC' i- 1 ) JE, 

+ (C'- J + n C' 1 Ä-* + C' b~- 2 ) E, 

( b — a t , b — flj, b— Oj, b — a T ) 
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Hieraas entwickeln sich nun mit Zuziehung des Satzes (39.) folgende Be- 
stimmungen : , " 

97. E u = -rXB'b' 

. E, = %X\B z b^-{c^ 

* = £ 2' Ä. b'- 1 (C‘ + J) (C 1 + ^ + ^>) Eu 

^ + .... 

fr>* i » C 1 -» , »**-• C®\ „ 

+— — + •••• -pr 

( 1 1 _i_ l \ 

Vfc— a,* t— a,’ 6— o s ’ 6 — o r / * 

Durch Einführung der Werthe der frühem E in die gehörigen Gleichungen 
ergiebt sich eine unabhängige BilduDgsweise, nemlich: 

98. E t = b‘— {p l + £) %B t 

Ä = £[& T? + j) 

El Ä M 2 * .... 

.... (^(o*+a^ + -J-lgp!. + £.*)**> 1 

(-5- - 1 — i \ 

\i — a,’ 6 — o,’ 6 — a,’ b~a r )’ 

Ist die Function 

fx, 

/(■ r +a,)(ar4-i) p •r" 

in Partialbrüche zu zerlegen, so werden die vorstehenden Gleichungen die 
gewünschten Dienste leisten, wenn in ihnen — b statt b und — a,, — « 2 , 
— a } .... statt «i, Oj, a } .... gesetzt wird. Hierdurch entsteht 

99. E 0 = (-)■+» £ 2* (—)« ß t d* 

E x = (->'+" £ j D. 4-‘ + (c +. I) E u 

OreUo’* Journal A. M. Bd. XXII. Hft. 2. 20 
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e , = <-r- £ 2;(-r”,‘S b , s- + (c+ 5) e 

-(c+T + fer) K " 


B, 


<-r-£ B.^+(c+ j) 




n C i_1 , n(n — 1) C‘“ J 


1.2 6 * 


f 




"pli * p. 


i)ß„, 


ioo. Ei = (-r H ^[sK-r , **.^+( c ' 1 + 5) ss(— )•».»•] 

Et = (-r n |rl^(-r 5 w^^’+( c/, + £) 

+ (C^+ ^ + ^y4p) 2^(-)‘ B, *‘] 

«*= (-y^pr[si(— 

+ ( C "+ y) s *-» (— )^ l+1 7^? b > ftr_1+ ‘ +•••■• 

+(OM-=p- + ÄJ I^^+ •••• 

t 1 _J_ 1 _L_\. 

\6— o,* 6 — o,’ 6 — a,’ 6—o r / 

Soll die Function 

/* 

/(o,-*)(6— *)Px" 

in Partialbrüche zerlegt werden, so ergiebt eich durch eine ähnliche Ent- 
wicklung, wie die vorhergehenden: 

C'%B,b* 


101. E 0 


6» 

E, = (— >• £ X -für B,i~’ -(C*— J) E, 

E. = (-)' £ 2! 7? B. *-* - (C‘- -" ) «>-. •••• 

tnk »C k ~ l , otn— 1) C*- 1 

.... — ^ j — r - O — 6* — •••* P*6V ft8 » 
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102. E t = 

+ ( ca - i r + o^)^ Ä ^l 

Ei — ( — ) l -pr[^Ü ^-2**5*“* + (C‘ l — j) St-1 \t-m B, b t ~ l+l .... 

....+(c* + — t - + + --(t T p) **-*"] 

(_L_ _1_ _L_ _L_y 

\a, — b ’ a, — fr’ a, — 6* a, — bJ 

Fährt man auf die angegebene Weise fort, so ergiebt sich für die Zerlegung 
der Function 

/g ' ' 

/(* — a m ) (x — b)P (x — c)i x" 

folgende Darstellung, wenn die oben zu (59.) angegebene Bezeichnung an- 
gewendet wird: 

«“• «■ = 

(i_o)v6» V'' *_c’ 6/ 

x *•*“* 

* z*l-‘ 

/ i ix» 

= — (T-c')^ FC'(C, F —^, -) JEi_, .... 

*' c i c ’ sb i)‘b, 

( * _i_ _L_ _lb) 

\b — o, ’ b — o, ’ b — «,» b — a m y 

oder 

<«• e, = i r5rs.[2.‘T 0 - i " , - ,i ’ c '( c '' rb *)’ s»® 4 '] 

*. = w®- J - , - pc '( c ' sb 

+ fe(C', jb 

*- 20* 

% 
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B ‘ - (s^[« rh> t)' s 't b ^'+ ■■■■ 

.... ( -frc(c, \)‘xn.b ] 

r_*_ _i_ __l_ —i—~) 

\6-o,' b — o, ’ 6 — 0, b-aj' 

So wie die Coefficicuten der Pariialbrüche, welche durch Zerlegung 

des Binomiums ( x — by entstehen, aus b, c, q, n und ^ , .... 

erzeugt werden, so werden auch die Coefficienten der Partialbrüche, welche 
durch Zerlegung des Binomiums (x — c)i entstehen, ans c, b, p und n ge- 
wonnen werden. Zeigen wir diese Coefficienteu durch fli, H 2 , U } .... 
au, so findet sich 


oder 


e 4p 4)’«-. FC(C, jij, i)*H, 


.... (-/»(i?, 

(■ -i- -i-). 

\c — Oj c — a, © — a, c — a m s 

Geht man auf dem eiumal betretenen Wege weiter fort, so ergiebt 
sich leicht folgendes allgemeine Gesetz, wodurch die Werthe der Coeffi- »' 
cienten, welche durch Zerlegung der Binomieu der Fuuction 

f* 

f(x — cr r )(x — 6,) p ‘(x — 6,) p * .... (x — 6,y , *x» 
entstehen, bestimmt werden: 

107. m E t = 


(6 m — 6, ) Pl (6 m - 6,) p * . .. . (6* - 6^.,/—* (b m - 6 m+1 )’>+ 1 . . . . (6„ — b,) p ‘ 6» 
pp/r 11. 1 1 1 t Vmp 

~ V** b m — 6 , ’ 6 „— 6, ’ •— 6^6—’ 6«— 6m+i ’ 6^61 ’ bj 

— FC ‘(P> 6^6" * » -• 6^6^ ’An-W ’ "'‘b~b, ' £) 

— FC '(p> r m =T t » 6^=6? — 6 m -i_ 1 » 6 m -l m+1 ’ 6^=x ’ £) 

(_!_ i ’_i_ i y 
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108. E k — j (6 m — i .... ( b „-b. f‘ b' m 

-ec 1 (c, •••• * b m ~b^ •••• £t=£T’£) 1+1 

+ ' 6 m — 6, ’6„— 6,’ tm-W’ "" 6 m — ü. ’ bj ^ " 

(-) 1 F'C'(e, , fcm _ 1 Jm+l » 17) ^ 

f 1 * 1 _J_\ 

'hm — a t * b m — b m a s * bm — o r s 

Für die Function 

y» 

f{x -f- a r ) <p (x -f- b, ) p ‘ x n 

ergiebt sieb 

< » b m ) Pn C r 2; (-)^ 4 w 

109. "Et — (-Y — 

(b m - bj> ( b m -b t f (6 m - b.pb'm 

+ FC '( C ’bJ=b l ’ £7=6; £7=*77 » bm-b^t* £7=£7’£) mß *-’ 

ryi/ri 1 1 1 1 

^ V C ' 6 m -6, » 67=6? -• fc7=j“ ’ 67=W’ 6.-6. ’ 6 J 

FC £7=ä; ’ £7=£;’ *’•• 6 m -6 m _ 1 ’ £7^77’ M “ £7=£7 » Ö mE °’ 

110. m E k = (— y ^ l h ” ~ b ^ Pm — ^ [ sj (—)*-* w b ~ l 

K * (6«-6,)P. ....(6«— 6.)P*6i L lT ^ 

+F'C'(CJ',^- , .... 67=677’ "■■67=7’ £) )^ l+l 

+ 1 ^ (c; £-~ , . . . . ’£t4^;’ ,,, '67=£; » £) 1+1 

--67=77; ’ £7=677’ £7=67 ’V„) 

r 1 * t * y 

'bm — a j’ 6in — a Ä ’ 6 m — a | b m — a r / 

Hierin ist fa r+p 1 +^ ä ....p m _ 1 +i> m+ i....^, + n und 

(6 W -6 W ) P » 

(6,— *,/■ (6 m — b x Y‘ .... (b m —b,) p ‘ 

1 

Ä (6„-6 1 ) p * . . • - (b m — 6 I)v _l) Pm— 1 (b m 6m+l/ m+1 (6m — 6, f * 
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Für die Function 


ist 


/£ 

f(a r — x)(6, — xf' .... (fi, — if'o” 


lll. m F n = (— )* 


(b m -b m )' , ~ C' 2* B x b x ~ k 

(.b.-b^^b.-bj^.,.. ib,-b n f‘bl 


1 


’b.—bm ’ 

1 

_iV-E, , 

•fi.-tm’ 


• • • 

1 

t'* fc» ’ 

• •••• 


118 m K > — ( (.b m b. n ) }>rn C r | —i Ji f.z — 1 

i uvrv^ri' 1 ^ ^ t 1 t V«‘ ** ** ‘n a* — *+• 

L > b l — b m *6, — **** b m - t ~b m ’ * m+ r-fc m ’ • • •• ’ ~ fcj *i-4i«=wr®^ 

+F . ( ,(C._l._,_l s _ 

f * _L_ _JL_ ; * y 

Einfacher werden diese Darstellungen, wenn die Functionen f(x±a r ) und 
f(a r — x) nicht in der zu zerlegenden Function Vorkommen. Dann ent- 
steht z. ß. folgende Function: 

/* 

(x— 6,) p *(x — b t Y* .... (x — £,) p *x" 

und es ergiebt sich aus (107. u. 108.) 


.»i-i 


(b m ~b„r s* ^ 

118. "Et = — LL : 

{b m — b l ) l>> (b m — 6,/ 1 .... (6 m — b,Y‘bm 

—FC‘ l . m E t _ l — FC n .”E i ^ — FC n .”E k _ i .... —FC ll .”E 0 , 

{bm-bmf P_, x»l“l 


“ 4 - E ‘ “ (*.-*, tt B i 

-2U^«^ +1 ^*+2U^^ii,ir l+, ^c rt .... (-yxB.bi 

r_L._ _j_ __i_ _j_') 

b % ’ b.J 


u. s. w. 
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Nun ist noch übrig, zu der allgemeinen Form der in 1. und 2. vor- 
gelegten Function aufzusteigen, um die Gleichungen für die Werthe der 
verschiedenen E und G zu erhalten. Zu dem finde gehen wir von der 
Zerlegung folgender Function aus: 

fjL 

/ (x + a r )/(c, —x)(d—x)< x" * 

Es sei 

fjL — | G » l 2±rL. _l (hM 

/(x+o r )/(c, — x)(d — x)*x" (d — x)' '(d—x)'* ****** d — x *^ ’ 

so wird 

fx = [Go -f- G, (d — x) G 3 (d — xy -f- .... 

.... G,_, (d — *)'-*] f(x + a r ) f(c„ -x)x* + (d- x) 1 (<p M t ). 
Wird hierin d — x — y und x = d — y gesetzt, so geht diese Gleichung 
in folgende über: 

fid—y) = B 0 -f-fl 1 (rf_y) + G 2 (J_y)’ + G J (d_y)»+ .... 

= [G u + <? J y + G 3 y’ + G 1 y>+ .... 

.... + G ( _, y '-*] f\d+a r — y) f(c q — d+y){d— y)"+ y* (W). 
Werden nun f{d-\- a r — y), f(c q — d+y), (d — y)" nach den Potenzen von y 
entwickelt und mit der eingeklammerten Reihe vervielfacht und die Vor- 
zahlen gleicher Potenzen von y gleichgesetzt, so ergiebt sich folgende Ver- 
gleichung : 

= ClCld'G, 

— 2 \jB'd*-' — C.Cl <f G 1 -f ic;cr'd n — C^Cld'— nCiadT 1 ) G, 
i-T2l^B z d<-' = ClCltfG, + (C;cr l d n - Cr l C?d n -nC:C?d'-') G\ 

+ (c; c?-*d n —cr l c?r'd n +c7 7 c«dr—nc:c' , -'d''- 1 
+ nC7 l c q c d*-'+ cr&dr*) g„ 

id Oxy *1 "I“ fl: ) .... d “}■ fl r ), (c , — df Cj — • rf, .... Cg d) 


Die Entwicklung giebt folgende Werthe: 


115. G 0 

G k 


C a Cl%B x d‘ 

d» 


.(-cj+c*~5)g 0 
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G 2 = (-J* Jr (-Cl+C'-^Gt 

-(c:-c:.c:+5c:+c:-^ + 

u. s. w. Das allgemeine Gesetz stellt sich kürzer und deutlicher in Zei- 
chen durch folgende Gleichung dar: 




-FC'(-C a ,C c -±) l G^ 


(’t = (-) 1 

- FC' ( — C„, C c -^jG t _, .... - FC'(- C., C c - 

0+^7’ •••• d'+s;)> c7-“j ^rä) 

Die unabhängige Bildungsweise, welche sich hieraus ergiebt, ist folgende: 

116. G x = (-) 1 %- [XjB,d~++F'C‘ {-CI , CU— i) 1 

<? 2 = (-)^r[2.V B ' ,i ' J + W (- C -‘ C t \ -±) 

+FC'(-C a , > C' ( , ,-i)G u ] 

c* = (-) 1 ^+FC'(-C 0 l , cv, - J)‘ 2 L, ^3? .... 

.... +FC'(-C 0 , ,C' f ,-i) , Cr u ] 

G+^T’ d+ a »’ ***’ 3+*)’ (c~ d > c~r^> •••• 

Soll die Function 

/* 


/(x+a m )(x + i// (c A — x) {d — x)* (5 — x)* x" 

in Partialbrüche zerlegt werden, so sind die Coefficienten der Brüche, 
welche sich auf die Potenzen des Binomiums (d — xf beziehen, in folgen- 
dem Gesetze enthalten 


*i—i 


Co* Cj. S 1 £|jj- B z d*~* 


««• C ‘ = U-ä,-r ~ **<-*“ ~äP» +C "P3- • 

-^.C. jij.-i)*«., 
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118. Gi = ( — .)*- f -**" 1 n d ~ l 

K } (d+b)p(ß—dyd''\- **** 

+F-c(-cu-£ i ,C i , J l rd , + . ... 

.... + FC (-Q, 

, __I_ _1_\ ( 1 1 1 \ 

W + o»’ d + fl,’ d+a m J> VCj — d’ C,— d’ **•* C^d/’ 

Die Coeflicienten der Brüche, welche sich auf die Polenzen des Binominms 
( 9 — *)" beziehen, sind in folgendem Gesetze enthalten: 

11-1 B g z ~ k 

' Hk = (~~) ( fi + *)r(d- ff )V ^(— C.— i-) fl*., .... 

.... -FC'(-C.,-^ i , + C„-± i ,-L)'a i , 

1S0 - 

+«?(-«, jij. -±)'su ££*,,->+■ .... 

.... + c. 

Werden diese Schlüsse weiter fortgesetzt, so ergiebt sich hieraus leicht 
das Bildungsgesetz für die Coefficienten der Partialbrüche, welche durch 
Zerlegung der Function 


f* 


/(* + o r ) (*4- 6, ) p * . . . . (x 4- b t ) p, f(c q - x) (d, — x)‘ . . . . (d B — x)'“ x" 
entstehen. Es ist in folgenden Gleichungen enthalten 

(d.-d m )'" Ca cl B< dT* 

123. m G = ( V* c i* iA 

(d«,-f-i> < ) p ‘(d 1 — d m / 1 .... {du — d m )*"dZ 

FC'( — >••••» w Cc\ 1 11 


‘M-*.’""’ d n +b. ’ d,-d„’ -• d m _,-d m ’ d^d m * 

••"du-d«* dj 


Ca » d m +b t »—•» d m +6. ’ c '» dT^s; ’ ••** d^-d» * d m+ !-dj •— 


_j lY-g 

a . w * ^ Uu > 


Cretle'i Journal ü. M. Bd. XXII. Uft. 2. 


du d„ 

21 
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124. m G k — ( )\ dm+b j t .... {j m +b,f‘ (d,-d m )‘* .... W B ‘*~ l 

+ F C ' ( - Ci , — , C c ‘, , . . . . ■ — 

1 1 Vs* 11-11-1 n ,#*-*+. 

"''d^dZ'~dZJ 

i mr'<( c i 4 4 1 

+ • d n +b.' l ' e 'd l -d M '"'’ d^t-d^d^-d»' * — 

r_i_ 1 r 4 * y 

\dm-j-6, ’ dm-f&,’ dm +/>,'’ Vc, — d„’ c, — d„ * c q —d m ) 

Soll die Function 

/* __ 

f(x — a r )rf(x — b,) p ‘f( L r q —x)<p( d u — x/“x" 

in Partialbrüche zerlegt werden, so sind die entsprechenden Gröfsen mit 
dem entgegengesetzten Zeichen in (123.) und (124.) eiuzuführen. 

{d^-dj" c: Cc s™ 1 B z d* m - k 

125 m G s= ( )* 1 _ 

* y <.d m -b.Y‘(d l -d m ) i '....(d u — d m )*“<r m 

vriif r * 1 f 1 t 

*z=* t * ^7-^’ -• 7^-d~> •••• 

_J LV-ff 

”"d u -^'-irJ b| -‘ 

pa/' a I * r 1 .J. 1 4 



4 4 \ l in/“. 

'“’d^ü''"'dj C ' ,, ’ 

, \ i (<t» d m ) m f}ZC e f n 

120. G* = ( — ) ,~ — rrr — — — “rrr t: — — er, I -rirr 

(t/m — b l y t .... (d m — btt (</» — dm) * •••• (d B — t/m) “t/m L 1 

+ f-c'(- c : — ^~57>--— 

ip P l 4 4 ati 

+ dm-6, -d m -b.’'"’d l -d m ’””d m - l -d m ' dm^-dm' — 

'"dm — o,’ dm— «,* dm — o,/’ Vc, — d„ ’ c, — d« ’ * c q — d m )' 
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Um uuu auch das Bildungsgesetz der E für die allgemeine Form 

der Function 1 zu gewinnen, gehen wir vou dem besonderen Falle 



/(x — a r ) (x — b) p f(c q — x) x n 

aus. Es sei 

f x *. _i i E t i Ep— i r 

f(x — Or)(x — b) p f(c q — x)x" ( x — b,P ' (x~b)' r ~ l ' ( X — fcy -1 ' ” x — b •* 

so wird 

fx — lE u +E l (x—b)+E J (x—b) 7 + .... E p . l (x—b) p - , }f(x—a r ) f(c q — x)x» 

Wird hierin x — b = y, also x — 6-j-y gesetzt, so erhält man 
ft + ft (y + 6) + ft (y + *)* + ft (y + b)' + . .. . 

= [ft + fty+fty + . . . . f(y + b-a r ) f^—b—y) (y + bf 

+ 

Werden nun f(y + b — a r ), f{c q — b — y), (y + b) H nach den steigenden 
Potenzen von y entwickelt, mit den Gliedern der eingeklammerteu Reihe 
vervielfacht, uud die nüthigen Verwandlungen auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens ausgeführt, so ergiebt sich folgende Vergleichung t 
2,‘ftÄ* = ClC'b'Eo 

X\BM~ l = ClWb'E^iCrWh-ClCy'b' + nc:c:b'-')E, 

= c; c>ft + (er 1 o- exr 1 ** + ” c;c t v-')£, 
+( 00 — er* cr l i>'+c r a cr 7 b' + « o 0 - 1 — »oo-* 

+ H -±^c:c:b*-')E t , 


(b—Oiy ^ .... b — Q r ')j (c, ■"* ü , Cj — bj 


■b). 


Werden nun die uölbigeu Entwicklungen gemacht, so entsteht in Rücksicht 
auf (39.) folgender Ausdruck: 

127. ft = ~~XB.b' 

ft = — c: + J)ft 

E g = 2^ ft - (CS - c; + J) ft 

- C c '+ 

21 * 
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u. s. w. Hieraus folgt allgemein, in den schon bekannten Zeichen: 

= ~ z ^BJ>'-'-FO(C a , — — FC'(C a , — C c , .... 

....-FC'(C a ,-C e ,£)E» 


( 1 1 1 > 

( 1 » i > 

Vi — a, * 6-a,’ b-aj 

» G t -6» c,-6’ *••• c,— bJ 


oder 


128. El = ££ [X\ BJ> Z ~ 1 —F'C' (Ci, — Q, \)'X BJ ] 


. IY< 


E 2 = [21 B; b^-FC (C„\ - c;, {) 

+ F'C'(C 0 , ,-C;,|)’2 u i ^^] 


[ 2 * w ^ b^c{cl, - c.\ ijs;., + .... 

- .... (r-YFC (cl, - C c \ b‘] 

Gr~^;> 6 ^ 7 * •••• i^;)’ •••• ^=t)- 

Wendet mau nnn auf diese Ausdrücke die Bemerkungen an, welche schon 
früher in ähnlichen Fällen angewendet wurden, so fuhren sie zu folgen- 
dem allgemeinen Gesetze, durch welches die Werthe der E in dem allge- 
meinen Schema bei Zerlegung der Function 

fx 

/(x —a r )<p{x—b, f‘f(Cq — x) tp ( du — x)'“ x» 

bestimmt werden. Es ist 


C a .C(b m _ b m f m B; C 


*1-1 


9. 


n Ei = 


(b m -bj>(.b m -b t f - b, f> (cf, —KT(d t - b m )'' .... {du-bj'b}, 

uritC /i 1 t 1 l/i 1 

v"" ’ ••••*«-*—*’ b m -b ^ •••• ~ '~d^r m 

L_ IV 

Fc(c., , . . . . , frm _ 6m+1 , . . • • y — C c ,— 
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130 m E c °9i 

1JU ' * — (b m -b t />....{b n — fr.yv«— b m )....(d u - *,/*•*: 6 

15 vruf f ' 1 1 1 1 1 1 

V > b m ~b fr„-fr,_, ’ fr„-fr,+, ’ — b„-b, ’ • • • * 

1 1 \I . Jl — I 


bm-~ 1 — 6«— 1 ’ fr,+i — 6 <n+l ’ 


•" fr7=fr7’“ C * £7=fr7 ’ i) *'] 

r_ji_ 1 . 1 ^ * i 

Vfr„- a ,’ t,-«,» *••• *,-»> c, -fr,’ Cl -fr,» •••• c ,-fr,> 

Hieraus ergeben sich nun leicht die Wert he der E, wenn die Function 

fx 


f(x -f- a r )(f (x + b ‘ ) P '/( C 9 — V (<t- — */“*" 
in Partialbrüche zerlegt werden soll. Es ist dann — b lt — b ly «... — b,, 
■“flu ”• Sj j * im Or statt Äj j bij .... bny £t|f öjj •#.. @ r zn setzen. \^er* 

den diese Werlhe eingeführt, so ist aus den Gleichungen (129.) uud (130.)* 

(fr,- b m )^cr a Cl^l pr (-)*“* B- «r* 

131. m J£* = (— ) r ( 6 Ä _i l /. .... (fr,— fr.^td.+fr,)'. .... («/»+fr,)'“fri 

+ fc'(c., .... bin _ 1 fc- _ 1 > •••• *“*; » c * » 57p-» •••• 

1 1 Yi? 

••••^+fr;’fr7> *-• 

(— )* FC (c „ , T— V * - ,T— Ti— , .... jr^jT.C, 3-33-,».. 

^ fr, — fr, fr, — fr,-i b m —b m+l fr m — fr,' 7 d,+6,' 

1 1 Y ■ f 

••••</ u +fr,’ fr,/ 


13«. -£?*=(— y- 


(*,-&,)*" c;c? 


w[2.p(-r‘Ä,ir‘ 


(fr, — fr,) p (fr,-fr.y , *(<t,+fr,) , ‘ .... (</u+fr,)'“fri 

1 BV/T»/' /“>' 1 1 1 t r» 1 l 

~* r ° v *'• » fr7=fr; » • • • • fr„-fr^, ’ fr,- fr„+, ’ * — fr7=fr. ’ » rf^-fr, » • — 

_ * iYst ( y-‘+* n M-i+i 

rf u +fr,’ frJ i - ,( - ; irair"*^ 

1 lva( />' 1 1 1 1 /'i* 1 

-r* u V b„-b, * -—b n -b ^ ’ fr7=fr77i’ ••••fr7=fr,’ t ' r »d7+fr7’ — * 

•~sk> 
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1 


b,r. — frm-1 ’ b m — 1„ +1 ’ 


1 r l 1 


i 


i 


d t + b„ 


f i * .... * *) 1 .... L_V 

V> m — #, ’ ftoi — O, ’ b m — <»r' 

Hierin ist v = r +/'j + •••• P, ■+•»• Aus den hier gefundenen Glei- 
chungeu lassen sich nun leicht alle besoudern Fälle ableiten, wenn auch 
ein anderer Zeichenwechsel dem Neuner der zu zerlegenden Function zum 
Grunde liegen sollte. Kommen nur Biuomieu im Nenuer vor, so fallen die 
Zeichen, welche Verbindungen andeuten, weg. Wir heben auch hier einige 
besondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit der gefundenen Gleichungen 
zu zeigen. 


Besondere Fälle. 


Die schon unter IV. zusammengestellten Fälle legen wir auch hier 
«um Grande, um die besonderen Formeu einer Function, deren Nenner aus 
drei Factoren besteht, erkeunen zu lasset^ Einfachere Fälle sind schon 
oben milgetheilt. Wir geben die entwickelte Darstellung. Die VVerthe 
für die A sind schon oben mitgeiheilt. Die Werthe der Coefßcienten, die 
sich auf das Binomiuin (x + df beziehen, sollen durch E, die der Coef- 
ficieuten, welche sich auf ( x — b'f und ( b — x f beziehen, durch U und G 
bezeichnet werden. 

Für die Form der Function 

jo«» _/* 

(x — a) p (X — b)'l x" 

ergiebt sich aus (103.) und (104.), wenn a statt b und b statt c ge- 


setzt wird, 

“ (a — b)1 . a" 

„ ß ( -|-2B 1 a+3B $ a , + .... / q , »\ p 

E ' (a-byi.a* \a-b + a)*' 0 

f t ß 1 +3B,n-|-ÖB < a , + .... / q | p 

= a)^ 1 

( 9(9 — 1 ) , q .n 

\t.2(o— 6)‘ “ (a — b)a 


| ** ( n 1)^ fy' 


oder 
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JE. 

E t 


(a — 6)’ «" (a — b)l a* Va — fr ‘ a ) 

m 
a 

( + , "(<*4-l) N 

\1.2(a + 6)*' r (a— fr)a" r 1.2. a» / 


(a — fr)’«" (a — fr)’ 

Äj-fSßjd-j-ßßifl* 4“ 

(o — fr)’ o" ' (a — *)’ a n 

+ ( g(?4~l) 

(a — fr)’ a' 


B i4*2B t °4*3B t o*-f. . ... ^ q j_ n~^ 


4- 


H, 

B, 


77 «± ß « Hß .fr’-f-.... 

(fr — o/fr" 


__ / P i r> 

(fr — a)<’fr" Vfr — a -1 " u 

B,+3B,fr+6B 4 fr*-f .... / p , n\„ 

(fr — aJPfr 1 ' Vfr-a^ fr/ 1 

/ p(p~ *) , P-" i n(n— i) \ „ 

Vl.2(fr— o)* t" (6 — a)i ^ 1.2.6* ) 0 


oder 

I» B 1 +2B,6-f'32?jfr , -f’...» B 0 -j-B l fc-f-B,fr*-f-..../' p . n\ 

(fr — o)'>6'' (fr — o)P6» VfrZ^ "i" ft/ 

ii Bj^-Sßjfr-f-ßB^fr* 1 B l -f-2B,6+3Bjfr* + ..*.(' P » n< \ 

(fr— aJPfr™ (fr — a^fr" \fr^ '"fr/ 

i B 0 -t-B,64-B 1 fr*-t-.... / p(p+i) . pn . 

" r (6 — a)P b n \12(fr — o)* ‘ r (fr~a)fr* r 1.2.fr»/ 


Für die Form der Function 
134. 

ist aus (109.) und (110.) 

^ ( J (a — fr)’«.' 


(x -(- a/’ (x 6)’ ** 


E, = •• + (;£-,+ ;)g, 

*. = (— " + ( j, + i) B. 

_ f g(g—*) _L "‘g I n(n— 1) \ „ 

Vl.2(a — fr)*“ (a — fr)a' 1.2.«*/^' 


oder 


•••• *i" (a^'5 4“ ~) (®o — B t a-\- B^ 
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•••• 

•••• +(^h+ 7)(Ä.—B.« + 3B, 

+ (r^F + Ä+rÄ?)^~ B ‘ ö +^ a “••••)] * 


H 

Hi 

H 2 


(_)p+- 


B 0 — B, 6+^,6» — . 


(b — a)Pb n 

(-r- +(^+j)e. 

f P(P~ *) i P" i "(«— Ü N p 
V |. 2(6 — o )*~(6 — o ) 6 ~ 1 . 2 . 6 * Z “ 0 


oder 


WMV» < « 

«= = (“)^ Ä (6^ji^[ 1? *- 3 ®> Ä + 6/? ^ 

-• + (^ + t)(».- 2 »* * + 3 ..«) 

+ (i^Sf+ä + SS)« - - ••••>] 


Für die Form der Function 
135. 


fx 


(ar + a)l' (x — b)l x" 

crgiebt sieb aus (133.), wenn — a statt a gesetzt wird, 
p f Y7+» Bq — B 1 o-f*B 1 a* — .... 

\ > (o + 6j«a* 

p _ / \< 7 +n B, — 20,0-4-35,0* — .... . ( q . n \ p 

Ei — ) (a + 6)'*a’ 1 "TVa+6"' a)™ 0 

p / N 0 + n B,— aB.a+ßBo* — .... . ( q ! "'Np 
(o+Tj^ + ^+6+7^ 

_( g(?-l) , yjL_ 4 . n( ' ,, - 1)N ) p 

Vl.2(a + 6)» ^(a + 6)a~ 1.2.a*>' C ' 0 

oder 

®. = .... 

**" ^. Ö + B,a ? )] 
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* = 


H u = 
Hs = 
H 2 = 


B t +B,b+B t b*+.... 

(6 + <.)/>*» ’ 

g i4~ 2ß »H- 3B » 61 +-- ‘ ( p i M p 

(ft+o}P6" V*+“ ^ bJ 

B^B % b+6B t b^ / P , n \ „ 

(b-^-apb' 1 V>-}" a ' b) 1 

( p(p~ l ) 

\l.2(6+a)* 


P' n | a (n p 
(b+o)b~ t ‘ 1.2.** Z®' 0 ’ 


u t = 


// = 


[ öi + 2Blb + 3fi, 4 1 + — • 

**•• “* 4" t)^ 1 4" ‘^H 2 b-\‘‘iB 3 V l ....) 

+ (i5iS& + < rfSy* + + Ä.*+ V....)] , 


Für die Form der Fuuctiou 
136. 


/oc 


(a — jr) f ’ (6 — x)1 x* 

ergiebt »ich aus (111.) u. (113 ), wenn die gehörigen Wertbe eingeführt 
werden : 

p B 0 + B i a '4~B 1 q*-|-.... 

■ K ' u (6-a)?a“’ ~ ’ 

p Bi+2B,«-f-3B 1 a*+.... ( q n \p 

7( b Zl- a J^ Kb^r a ~ a/ ßu ’ 

B 4 a-f6B 4 a’ 


_ B 1 +3B > o-4-6B 4 o*-t-.... ^ E t 
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f q(q—l) jm* i ”(* — 1) ^ ®» 

Vl.2(*— a)* (6 — o)a ' 

. 2 . 22 
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ä = [ g * + 3 B * b +W* •••• 

— •+th“7)( 1> * + 2ß30 + 3lljö,+ -- ) + "”]’ 

n - • 

"" “ (<.—&/> 6" ’ 

iw B t -\-2B t b-\-3B i h i -J- .... ( p n \ im 

"« “ (^-TijFP : V-fc~ a/" u ’ 

„ ß,-4-3ß«*+6^* 6 ’+"” / P n \u 

Wi — (a-bfb' W”_i~ T;"' 

. / p(p — t) P" i l»(w— 1) \ *r 

Vi.2(n — i)* (a — 6)6 _r 1.2.6»/ l ” 
». - - ( ^7*[*+ 2 ®’ ft + 3Ä > 6 ’ -• 

•••• 

*•-- H-.. •] - 

Für die Form der Faaction 

«qy /* 

(x — a) P (6 — x^x- 

ist aus ( 1 29.) u. (130.), (1*5.) u. (126.): 

p Bo+ßi a + B » n *4--»»» 

(6 — o)’ o" ’ 

ft - + 

ft = +fe~i) ft 

( ?(?—! ) g-" ■ n(n — 1)V „ 

VI. 2 (6 — a)* (6 — 1.2.0*/ °» 

Ei ~ (63^]5^i®‘+ 2ßja + 3z,jai •••• 

.... + (^zir a — C®« 4* ®i a 4* ö ’ • * • *)3 » 

.... 4-( 6 _^ a — ~)('®»4*2'Bj a 4 _ 3Bj<** •• ••) 4" ••••J i 
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G v 

Gs 

Gi 


B a +B,b+B i b*+. 

(6 — a)l’ b* 


ß|+2ß,6+3B,6 , -f- f p , n \ , y 

ib- ay 6* r + j) » 

ß,+3ß,6-f6B t 6 J -f- Z' P i ""Ny-, 

(6 — a/6” ’ 'T'U-a“ h ■fc/ 0 ’ 1 

/ P(P~ t) , p« , «(« — 1V\/-! 

\1.2(6— «)* ' r (6 — u)6' t ' 1.2.6»/ 

• •• * - * * % ***••*•••• 

(bZTa + d M + ß ‘ b + ** ....)] , 

Gi = (*=^P[ Ä * + 3B »* + 6J, ** , + -" 

-• —(*^ + t)( b » + 2ä ** + 3®»»* -•) + .. ..]• 

Für die Form der Fuuclion 

•J <1Q /j|£ 

(x-f-a)p(A — x ) q r " 

ergiebt sieb aus (137.), oder aus (131.) u. (132), (123.) u. (124.): 

TP / \n P»~ß|°~f~ß» al ~ ■*•• 

\ > (6 + a/o» ’ . 

* = (_). + (4; + i) B. . 

E, = :- . - + (_L + ^)g, 

f ?(? — !) i 7- n i «(*— 1)\ 

M . 2 (6 + 0)* ^ (6+aJ a 1 . 27^*7 ^ » 




E, 






e. 

c, 


— (6+a/ 6" ’ 

_ ß l +2fi 1 6+3 ß ,6»-f- .. .. i ( P i n 




+ (6+^+f) C “’ 


22* 
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ßi+3B J *+6B 1 **+.... | f p t 

(*+^*» + \i+i t j) °1 

_ PfP~*) | P n | l'A/-» 

1.2(* + n)* “(fi+a)*" 1 " 1.2.6*/ u ’ 

G, = -{*4^*"[ ßl + 2ß ^ + 3 ^^+ 

-• -( S fr m + j){B, + B l * + B t * + »»)], 
= (* -j-.y *" [^« + 3 g» * + 6 g 4 y + .... 

— ( b~+a *}* -{- 32?,4‘ -f* , . . .) + . . . . j| . 

Die vorstehenden Gleichungen sollen nun auf die oben angegebenen 
Beispiele angewendet werden. Für die Form 

1 +2x 

(x — 2)* (x — l)x* 

ist aus (133.), wenn « = 2, 4=1, B u = 1, B l = 2, /> = 3, y = 1, n = 2 
gesetzt wird: 

„ _ 1+2,2 _ 

0 “ (2 — lj‘,2* — * ’ 

Ei = (2—1)2* (2 — 1 "^t) • ^ = i * ~ 

«. = 0 + 4++l)<- 2 >-(°+i5-!£lr2+Ä)* =» *-»•*■=«. 


7/ _ <+ 2 -« 

^ — (l — 2>* 1* 


— 3. 


Hiernach ist, in Rücksicht auf die oben entwickelten Werthe für 4, u. A lf 


1+2* 5 2 39 3,1,9 

(x — 2)* (x — l)x* 4(x — 2)* (x— 2)* • 16(x — 2) x — l**8x* ' 16x* 

Die Function 


1 +2x 


(x + 2)* (x + 1 )x* 

zerfallt nach (134.) in folgende l’artialbrüche : 

E u == ( )‘ + * (2 1)*2* = * ’ 

— (~)'^ ( ~ 2 — l)» 2» (ä^I + ~j)- *• = “"* + $ = l > 

E > = + Cr=Ti -+- -§^)* 1 — (cä^fljä + ^) • i = 2 “M — H* 
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Hiernach ist 

l-f2x 3 , 1 . 17 1 . t t 

(x+2)' (x+l/x* ” 4(x + 2) s ‘"(x + a)* * , "l6(x+2) x+l^Sx» I6x* 

Eben so ist für die übrigen Functionen, welche in dem vorstehenden 
Schema enthalten sind: 

l+2x 1 * . 1 . II .1 1 3 

(x+2) s (x— ljx* — 4(x+2J* '"ütx-f-2;* 144(a4-2> + 9,x— 1) 8x* ltix ’ 

l+2x 5 2 > 39 , 3 , J 9 . 

{2 — x)*(l — x)x a 4(2— X)* (2— x)* 16(2 — x) ‘1 — x 8x* lGx ’ 

l-f-2x __ 5 2 39 3 1 9 

(x— 2)* (1— x) x* — 4(x — 2) 5 ' (x— 2) J 16(x — 2) l— x 8x* liix’ 

l+2x _ 1 1 11 . t 1 3_ 

(x-f-2) 1 (l — x)x* 4(x-f-2)* 6(x-J-2/* 144(x+2) "* 9(1 — x) 8x l lüx ' 

Hieran knüpfen wir noch die Zerlegung folgender Function 

1 

(x+l;(l — x)* l’ ’ 

welche Euler in seiner Analysis (Ister TAI. p. öl. lieber Setzung von 
Michehen) nach seiner Methode behandelt hat. Sie ergiebt sich aus (86.) 
und (138.), wenn B u = 1, p = 1, q = 2, n = 3, a = 1 und b — 1 gesetzt 
wird. Es ist 

‘ A — * - — | 

Ar — 0 — 1 ( 1 — 2 ). 1 = 1 , 

A,= 0 — 1 CI— 2). 1 _ (o — f; J 1 =+1 + 1=2, 

K = (— /'(j+ijVTi = — i> 

G " ~ (l + t)*.l* = 

e ‘ = -°+(+i+t)-i = i- 

Hiernach ist 

1 1 , 1 7 , 1 , 1 , 2 

<x+l)(t— x;*x» 4(x+l) 1” 2(1 — x) 1 "1*4(1 — x) f 

Das vorstehende Beispiel wurde deswegen hier aufgeuommeu, da- 
mit mau sich von der Brauchbarkeit der hier mitgetbeilten Zerlegungs- 
roethode überzeugen könne. Euler hat eine und eine halbe Seite Calcul 
nölhig, um die vorstehende Function in Partialbräche zu zerlegen. Nach 
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unserer Methode sind nicht einmal sechs volle Zeilen erforderlich, und doch 
ist die Rechnung in aller Ausführlichkeit mitgeiheilt. Zugleich bestätigt 
dieses Reispiel die Bemerkung, dafs a = b sein kaun. 

VI. 

IJie für die Werthe der E, G und A gefundenen Gleichungen lassen 
sich auch durch Differenzialrechnung ableiten. Wie dies geschehe, soll 
an dem E gezeigt werden. Es sei, wie oben, 

f x i I 

(x — b/x" (.r — b)P ' (x — bf ~ 1 ‘ (x — 6 )"“ 1 



so entsteht hieraus 

139. fx = W.+ E^x— i) + E,{x— Ä)’ + .... + E^ix—by-' Jx" 

+ (x — bf [Au + A x x + J 3 x 1 + . . . . + J„_, ar" -1 ]. 

Wird hierin xz=xb gesetzt, so verschwindet der zweite Ausdruck auf der 

rechten Seite des Gleichheitzeichcns ganz, nebst allen Gliedern des ersten 

bis auf eines und man hat 

_f(x-b ) _ B.-J-B.fc + B^’-f .... + B, 6‘ 

E, — b n 

Wird die Gleichung (139.) diflereuziirt und durch dx dividirt, so entsteht 
- {E,+'2E l (x-b) + 3E i (x -l)\...]x'+tix' ' [E a +E t (x-b) +I<^{x-b)\...] 

Wird auch hier x = b gesetzt, so verschwinden alle Glieder auf der rech- 
ten Seite bis auf zwei uud es ergiebt hieraus zur Bestimmung des Wer- 
thes von JE, : 

JJ, _ df(x = b) n 

“ dlTb* b * 

Wird die eben differenziirle Gleichung noch einmal diflereuziirt, durch dx 
dividirt und nach dem Diflereuziireu x — b gesetzt, so läfst sich hieraus 
der Werth von E 2 bestimuieu. Es findet sich 

p ' d*f(x = b) nE , »(«_!)„, 

1 — 1.2(5x)> 6* b 1.2.6’ u * 

Wird obige Gleichung wieder diflerenziirt , durch dx dividirt, daau x ^ b 
gesetzt und diese Eutwickiungs weise so fortgefuhrt, so ergeben Bich fol- 
gende Ausdrücke: . 


Digitized by Google 



* 5. Oeltinger, über die Zerlegung algebraischer Brüche in Pari ialbrü che. 175 

HO. E n = 

l.i d f{x — b) R u 

E’ 5»/(* = ft) n g, n(w — i) p, 

‘ 172(5*)» 6* fr 1.2. fr* u ’ 

r.' _ B*f(x — fr) »S, /i (n — 1) r- , »(» — l)(/i— 2) t , 

1 1 . 2. fr 1.2. fr* 1 1.2. 3. fr» 

i,. 5*/(x = fr) nEiu-i «Cn — 1) £(_j 

4 1.2.. ..*(5*/ fr" fr 1.2 fr» 

n(n — - 1) . . . . (n — 1+1)^, 
1 . 2 .... fr .fr 1 

Durch Substitution ergeben »ich hieraus folgende Gleichungen: 

ui // 1 f 5/(x = fr) "/(* = fr) 1 

141. L fr J’ 

p * r 5*/(x = 6) n df(x = fr) . n(n-J-l) /(x = fr)| 

2 fr" L 1.2(5*)* 1 5*. fr 1.2 fr* J’ 

15» 1 f5 l /( ;r = *) ” d l ~'f(x=b) , , yx(n\{\' /(*=fr)l 

* — fr" L l^Höx)* l i i - , ! , (5*) 1 - l fr"*""" t MT/ fr 1 r 

Bemerkt mau nun, dafs 

f\ [x = b) = D 0 + Z? 1 5 + J^ + B>b = 2J2M*, 

n,+n,t+B,b<+ 

X3§t5? = + - * $?***. 

u. s. w., so ergieht sich hieraus die Identität zwischen den unter (89.) 
und (90.) und den hier gegebenen Gleichungen. 

Auf ganz gleiche Weise läfst sich die Function 

f x 

/(* — <J,)(x fr)P*" 

behandeln. Mau fiudet 

US. E.= /(x 7, >)C ' , 
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£>*/(* = b) C r ( c ,, n \ E _ 

Lk = "Fj dW* ~~\ L + 6 ) • ' * * 

( c ' + ~ r^H- 


n“- 1 1\ F 


und 

143 . 


« _ /(* = *) C' 


Ei 


E, = F( M f“-( C ' + T)A-=‘)]. 

c r ia*Ax— 

l t.2(dx)* 


n \ d f(x = b) 


( C '"+l) Si 

+ ( C " + "i~ + TÜ^’) A* = »)] - 


.. C r \c l f(x = b) ( ri . n\d l ~\f(x = b) , 

.... (_)> (c*+lS^ + .... + pr p) n * = »)] 

(_i_ _i_ _J_\ 

\i_o,’ 6 — o, ’ b- i-«.,/- 

Vergleicht mau diese Gleichungen mit (97.) und (99.), so crkenut man 
leicht ihre Identität mit denselben. Nun kann mau die früher angegebene 
Methode oder die der Differenzialrechnung weiter verfolgen, und man wird 
immer zu denselben Resultaten gelangen, wie in V. Sollen die Gleichun- 
gen der A durch Differenzialrechnung entwickelt werden, so führt das eben 
angeführte Verfahren zum Ziele, wenn nach dein Differenziiren x = 0 
gesetzt wird. Uebrigeus ist zu bemerken, dafs zur Entwicklung der hier 
gefundenen Resultate die unter II. mitgetheilten Hiilfssälze aus deu Combi- 
nationen nötlng siud, auch weuu die Differenzialrechnung als Mittel der 
Ableitung benutzt wird. 

Der Ueberblick über die vorliegende Abhandlung zeigt, wie die hier 
gefundenen Gleichungen unter eiuauder Zusammenhängen, und wie sie von 
einander abgeleitet werden können. Die Gleichungen (78 — 81.), welche 
zur Werthbestimmung der A dienen, sind allgemein. Aus ihnen lassen sich 
alle besonderen Fälle ableiten, welche in IV. zusammengestellt siud, wenn 
die Zeichen beachtet, uud die Exponenten der auszustolsenden Biuomien 
= ü gesetzt werden. 
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Noch allgemeiner sind die Gleichungen, welche in V. gefunden 
wurden ; deun alle in IV. milgelheilten Gleichungen lasseu sich aus ihnen 
ableiten. Hiezu ist nur nöthig, noch ein weiteres Binomium in die allge- 
meine Function (I.) einzuführen, wodurch sie in folgende übergeht: 

/•* 

f(x — a r ) <p{x±b,) p, f(c q — x) rp(d u — :r) # “(x — g^x" ’ 

dann diese Function nach Maafsgabe der Gleichungen (129 — 132.) zu 
entwickeln, n = 0 zu setzen, den erforderlichen Werth statt x in sämmt- 
liche Binomien einzuführen und ihn sofort in 0 und w in n übergeben zu 
lassen. Hiedurch entstehen die Gleichungen (78 — 81.) und aus ihnen alle, 
in IV. angegebenen specieilen Fälle. Dieser Weg der Entwicklung ist viel- 
leicht etwas kürzer, aber beschwerlicher und mühevoller, als der befolgte, 
und dürfte wohl auch den Ueberblick erschweren. Wir haben es daher 
vorgezogen, den leichtern und einfachem Entwicklungsgang zu wählen, 
und zu zeigen, wie die vorgelegte Methode die Werthe der verschiedenen 
Coeflicienteu auf getrenntem Wege linden lehrt. 

Was endlich die Aufsuchung der hier mitgelheilten Resultate durch 
Differenzial-Rechnung betrifft, die in VI. enthalten ist, so ergiebt sich bei dem 
ersten Blicke, dafs die unter IV. und V. angegebenen Resultate ebenfalls 
leicht und sicher hiedurch gefunden werden können. Wir haben jedoch 
geglaubt, die hier mitgetheilten Gleichungen auf elementarem Wege suchen 
zu dürfen, weil eine Methode, welche ihre Sätze auf elementarem Wege 
entwickelt, derjenigen, welche in ihren Entwicklungen Zuflucht zum hohem 
Calcul nimmt, wohl vorzuzieben sein möchte; besonders wenn sie, wie 
hier, sehr leicht und einfach ihren Zweck erreicht und schnell zu allge- 
meinen Resultaten fuhrt. 

Das unter (82 87., 133 — 138.) vorgelegte Schema giebt einen 

nicht uninteressanten Ueberblick über die Eigenthümlichkeit der mitgetheil- 
ten Gebilde, über das Gesetz, welches ihnen zum Grunde liegt, und über 
den Zusammenhang, welcher unter ihnen herrscht. 
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6 . 

lieber die Bestimmung des Grades einer durch Eli- 
mination hervorgehenden Gleichung. 

(Von Herrn Dr. Ferd. Minding za Berlin.} 


Es sind zwar verschiedene Methoden bekannt, um ans zwei algebraischen 
Gleichungen, zwischen zwei Unbekannten, eine neue, nur noch eine Un- 
bekannte enthaltende Gleichung berzuleiten; häufig aber wünscht man nur 
den Grad dieser Endgleichung zu wissen, nicht sie selbst aufzustellen, und 
wenn ich nicht irre, so ist eine Regel, welche diesen Grad mit der eiuem 
so elementaren Gegenstände angemessenen Leichtigkeit finden lehrte, bis 
jetzt nicht gegeben worden. Alan weifs zwar, wenn die Gleichungen be- 
ziehungsweise von deu Graden /» und k sind, d. b. wenn die höchste 
Summe der Exponenten eines Gliedes in der einen h, in der anderen k be- 
trägt, dafs alsdann der gesuchte Grad dem Producte hk höchstens glcich- 
koutmen kann ; hiermit ist aber nur eine Grenze gegeben, von welcher der 
i wirkliche Grad oft sehr abweiebt. Um diesen zu finden, ist vor allem nö- 
thig, die wahre Form der Endgleicbung festzustellen. Man habe folgende 
Gleichungen : 

1. f(x,y ) = Ay*'-\-Ay m ' l +Ay~~‘ 1 + •••• + A m _ l y+A m = o, 

2. $>(*, y) = B u y + + B + B K = 0, 

in welchen die Buchstaben A und B mit aDgehängten Zeigern beliebige 
ganze Polynome in x bedeuten. Löset man die Gleichung (2.) nach y auf, 
bezeichnet ihre Wurzeln mit y„ y„ .... y\, und bildet das Product 

3- P = f(x> yi) .f{Xj y*) » • • • f(X) y n ) , 
so ist B".P eine ganze Function von x, und wenn man setzt 

4. B”.P = 4<x, 

so ist 5. 'px — 0 

die verlangte Endgleichung. 

Um zu zeigen, dafs B".P eine ganze Function ist, bemerke mau 
zuerst, dafs P eine rationale Function von x ist, welche, wenn die darin 
vorkommenden symmetrischen Functionen von y lf y t> .... y n vermittelst 
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der Gleichung (2.) in x aasgedrückt werden, nar eine Potenz von B 0 zum 
Nenner erhalten kann. Bezeichnet man irgend eine jener symmetrischen 
Functionen durch 

= y?' y~' y?‘ ••••y? ,, + ••••. 

wo die nachfolgenden durch Puncte angedeuteten Glieder aus dem ersten 
durch Verwechselung von y,, y,, .... y„ entstehen, so kann keiner der 
Exponenten m,, m ,, .... m„ gröfser sein als t». Man setze nun: 

'S» = ~ — 4- — > 


■y. 


y* 


mithin 


s = (y» y, .... yO-Sx = (— 


K 


Das Zeichen S L bedeutet eine ganze symmetrische Function der umge- 
kehrten Wurzeln von (8.), mithin ist der Werth von tS 1 » ein rationaler 
Bruch, der nur eine Potenz von B n zum Nenner haben kann; setzt man 
z 

daher = D x j vro Z ein ganzes Polynom in x oder genauer eine ganze 

Function der Polynome B u , B t , .... B„ und Jv. eine positive ganze Zahl 
ist, so kommt 

S = (~ ,r Jtf- 

Da nun $ offenbar nur eine Potenz von B u zum Nenuer haben kaun, so 
raufs B l n in dem vorstehenden Zähler aufgehen, mithin ist B~ S und folg- 
lich auch B^P=\px eine ganze Fnnction. 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) nach y aufgelöst, 
durch tji, ifri .... i]„, setzt 

Q =■ (p (x, »[i). ß(x, ifr) .... (ß(x , i) m ) 
und bemerkt dafs 

$(x, = jBuOi«— yi)(»ii — y a ) .... (»ii — y,)» o- «• £, 

■o wird: 

Q — Bo(ifr'~yi ) .... (>)i ”“y») x •®o yi) • (*h— “yiOX*.*. 

• ••« X B u (y m y,) .... (t)„— - y„), 

und weil 

4»(yi— »j*)Cy* — *fr) • ••• (y«— v) = fterdi 

so folgt: 

6 . a\q = 

Hieraus ergiebt sich, dafs 4>x — 0 die verlangte Endgleichung ist 
Nämlich für jeden der Aufgabe zusagenden Werth von x wird nothwen- 

23 * 
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dig P = 0 (eben so auch Q = 0), also '/'.*■ = 0. Sollte ferner diese 
Gleichung einen überflüssigen Factor enthalten, so wäre für einen solchen 
4'jc = 0, zugleich aber weder P — 0 noch 0 = 0$ alsdann müfsten, we- 
gen (4.) und (6.), Ai und B u zugleich verschwinden, was im Allgemeinen 
nicht möglich ist. Haben in einem besonderen Falle A 0 und B 0 eiuen 
Factor gemein, so ist allemal auch das Polynom \px durch diesen Factor 
theilbar, weil es immer, wie leicht zu sehen, von folgender Form ist: 
= Aoü -f- B Ü V, iu welcher (J und V ganze Polynome sind; da man 
jedoch einen solchen Fall stets durch eine unendlich kleine Aenderung der 
Coellicienten beseitigen kann, und zwar ohue den Grad eines derselben 
zu ändern, so folgt, dafs die Gleichung x — 0 in keinem Falle eine der 
Aufgabe fremde Wurzel darbietet. 

Der Grad des Polynoms \f,x ergiebt sich nun auf folgende Weise. 
Man hat 

yfsX s=s B a .f(X) y-i) • • •• f(. X ) y„). 

Entwickelt man die Wurzeln y, , y a , .... y» der Gleichung (2.) nach fal- 
lenden Potenzen von x, und setzt die erhaltenen Reihen anstatt jener in 
vorstehenden Ausdruck, so werden alle gebrochnen und negativen Poten- 
zen von x sich gegenseitig aufheben und das Polynom 'px wird unver- 
ändert, wie vorhin, hervorgeheu. Da nur der Grad von \px verlangt wird, 
so setze man statt jener Reihe nur ihre ersten Glieder, die für y, , y, , .... y„ 
beziehungsweise sein mögen : c t x*‘, c a ®*’, .... c„ x A \ Das Verfahren, durch 
welches die Reiben und namentlich die höchsten Exponenten A, , A, , . ... A» 
oder die Grude der Wurzelu gefunden werden, ist hinlänglich bekaunt; 
man vergleiche z. B. Lacroix Tratte S. 223 der ersten Ausgabe, wo 
die Entwickelung nach steigenden Potenzen gezeigt wird. Man bestimme 
hierauf den höchsten Exponenten von x in jeder der Functionen f(x, c t i r*»), 
f(x, c 2 x*>)» •••• oder die Grade der Functionen f(x, y,), f (x, y a ) , 
welche mit A,, k t , .... k n bezeichnet werden mögen. Diese können ganz 
oder gebrochen, aber nie negativ sein, weil A n wenigstens vom Grade 
Null ist. Wird endlich noch der Grad von B mit b bezeichnet, so ist 

. 7. »»A-fAj-f-AjH-Aj-t- rfA„ 

nothwendig eine ganze Zahl, welche den höchsten Exponenten von \px 
oder den gesuchten Grad der Eudgleichung angiebt. In besonderen Fällen 
kann mau noch die Werthe von c, , c 2 , .... e„ berücksichtigen , um zu 
sehen, ob der Coeflicieut des höchsten Gliedes in einem der Factoren 
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f(x, y,), .... von 4>x und mithin in ypx selbst vielleicht gerade Null 
wird, und in einem solchen Falle wird man genöthigt sein, auch die fol- 
genden Glieder der Reihen für y, , y, , .... y n tbeilweise in Rechnung zu 
bringen ; es wird jedoch nicht erforderlich sein diese Andeutung hier weiter 
auszuführen ; vielmehr ist klar, dafs im Allgemeinen der obige Werth (7.) 
den wirklichen Grad des Polynoms +x darstellt. 

Es seien z. B. folgende zwei Gleichungen gegeben, in welchen das 
Zeichen (xf) ein Polynom in x vom Grade ft anzeigt: 

f{x,y) = (*’)/ + (x')y 3 + (* 4 )y’ + (* s )y + (*‘) = o, 

<P(x,y) = (x 8 )/ + (**)/* + (*V + + (x 5 )y + (x*) = 0. 

Diese Gleichungen sind vom 6ten und vom 13ten Grade, also ist der Grad 
der Endgleichuug nicht höher als 6.13 = 78. Cm ihn genau zu finden, be- 
rechne man die Grade der Wurzeln y von <P(x,y) = 0; mau findet sofort 
Äi=Ä 4 = A 5 = — }• Hieraus folgen die Grade vou /*(x,y,), ...., 
nämlich k, == k\ = y , k, = Ar 4 = & 5 = 5; ferner ist B n = (x*) , also 4 = 8, 
und m = 4, also der Grad der Endgleichuug m b + Ä» + k 2 -j- Ä-, + & 4 4* k u 
= 4.8 + 11 + 15 = 58. 

Wenn man die gegebenen Gleichungen, anstatt nach y, nach x 
ordnet, um nach obiger Regel den Grad der Endgleichuug in y zu suchen, 
so findet man nicht immer denselben W'erth für diesen wie für den vori- 
gen Grad. Zur Erklärung dieses Umstandes mufs man bemerken, dafs die 
Endgleichung in x nur die endlichen Werthe vou x ergiebt, welche bei- 
den vorgelegten Gleichungen zu genügen geeignet sind. Steigt also die 
Endgleichung in y auf einen höheren Grad als die in x, so gehören notb- 
wendig einige Wurzeln der Gleichung in y zu unendlichen Wertben von x. 
Es ist auch allemal leicht, diese Werthe durch eine unendlich kleine Aen- 
derung der Coefficienten in einer der vorliegenden Gleichungen zum Vor- 
schein zu bringen, und die Ungleichheit der Grade der Endgleichungen zu 
tilgen. Es seieu nämlich die Gleichungen (1.) uud (2.) nach x geordnet, 
folgende: • 

f(x, y) — ra,)*" + a, x^~ l + ...,. + a,. = 0, 

?>(x,y) = ß u x' + ß l x v_t + + ß„ = 0, 

wo a,,, tti, ...., ß„, .... ß r ganze Polynome in y sind. Wenn nun we- 
der A 0 mit B 0 , noch Ou mit ß, einen Factor gemein hat, so können weder 
unendliche Werthe von y für endliche von x, noch unendliche von x für 
endliche von y Statt finden; folglich kann alsdann zwischen den Graden 
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der Eudgleicbungen in x nnd m y kein Unterschied sein. Man braucht 
also, wenn gemeinsame Factoren zwischen A„ und ß„ oder cto nnd ß„ vor- 
handen sind, nur einen Coefficienteu in A 0 und einen in ctg zu ändern, um 
für die Endgleichungen in x und y gleiche Grade zu erhalten. Setzt man 
nachher diese Aenderuugen gleich Null, so kann man die Coeflicienteu der 
höchsten Glieder der Endgleichuogeu prüfen, um zu entscheiden, wie viele 
Werthe von x und wie viele von y unendlich werden, und wie viele end- 
liche Lösungen der vorgelegteu Gleichungen schliefslich vorhanden sind. 
Diese Ausführung der Rechnung ist jedoch uuuöthig, wenn man die vor- . 
getragene Regel gehörig anwendet. Man habe z. B. folgende Gleichungen : 
f(x, y) = = 0, 

Q(x,y) = + + + ^ + = 0, 

oder nach x geordnet: 

f(x,y) «= (l+gy)x' + (k + by*)x 7 +ey‘x + h + cy* + ay* = 0, 
<P(x,y ) = ßy , a: 5 + |za: 4 + Jyj; , -4-\4-7y = a 
Hier ist A 0 = a-\-bx 7 , B 0 = ßx i , a»=sl+gy, ß„== ßy s ; folglich haben, 
wenn weder a = 0, noch 1=0, und B„, so wie Oq und ß 0 keinen ge- 
meinsamen Factor, daher die Grade der Endglcichungen in x und y über- 
einstimmend gefunden werden = 26. Setzt man aber zugleich a = 0 und 
/ = 0, und berechnet alsdann die Grade der Endgleichungen, so findet man 
25 für die Gleichung in x, und 24 für die in y. Durch das Verschwin- 
den von a und l werden also zwei Wurzeln der vorigen Endgleichung 
in y und eine der vorigen Endgleichung in x unendlich; zugleich aber 
wird auch die neue Endgleichung in x durch r 3 , den gemeinsamen Factor 
von A a und B a , so wie die neue Endgleichung in y durch y, den gemein- 
samen Faetor von cto und ß 0 , theilbar. Von den 26 endlichen Lösnngen, 
welche den anfänglichen Gleichungen zukamen , bleiben also 23 im Allge- 
meinen noch endlich, wenn a und l verschwinden; die drei übrigen hin- 
gegen sind: x u = 0, y M = oe; x„ = 0, y„=oo; x M = oo, y M = O. 
Mau sieht, wie hier die gesuchte Anzahl der endlichen Lösungen durch 
wiederholte Anwendung der vorgetragenen Regel und Vergleichung der 
Resultate gefunden wird. 
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Nachschrift. Nach Beendigung des Vorstehenden ist mir ein 
neues Werk au Gesicht gekommen: „System der Algebra von Dr. 
P. J. E. Finck, Professor zu Strafeburg j Leipzig bei Barth, 1841,” in 
welchem S. 405 zur Bestimmung des Grades der Endgleichung eine viel 
genauere Regel angegeben wird, als diejenige, deren im Eingänge des 
vorstehenden Aufeatzes erwähnt ist. Die Regel ist, dem Inhalte nach, 
folgende: Wenn alle Coefficienten A u , A t , .... A n der Gleichung (1.) 
vom Grade m' und alle CoefGcienten B, , B ly .... B n der Gleichuug (2.) 
vom Grade n ' sind, so ist der Grad des Polynoms \px, welches die End- 
gleichung liefert, folgender: mn'-\-nm‘. Der Beweis dieses Satzes, der 
zwei Seiten des Lehrbuches füllt, folgt sehr einfach aus dem Obigen; 
denn in diesem Falte sind alle y aus der Gleichung (2.) vom Grade 0, 
d. i. A, = A, = .... = h n = 0, folglich k t = k 2 — — k n — m'; zugleich 

ist b = n', weil B u vom Grade folglich der Grad der Endgleichuug: 
«n&4* ....-j-Ä. = mn' + nm', w. z. b. w. Wird diese Regel 

auf Fälle augewendet, in welchen die Coefficienteu von ungleichen Graden 
sind, so ist das Resultat nicht »ehr zuverlässig, weil es die Ausgleichung 
jener Grade voraussetzt, welche fremdartige Wurzeln herbeiführt. Bei der 
im gegenwärtigen Aufsatz vorgetragenen Regel werden dagegen, um den 
Grad von 4>x zu finden, die Grade der Coeflicienten nur so in Rechnung 
gebracht, wie sie gegeben sind. 
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7 . 

Ucbcr Transformation vielfacher Integrale. 

(Vom Herrn Dr. ttaedenkamp zu Hamm iu Westphalen.) 


Wenn zwischen den Veränderlichen x l} x 2 , x y , .... a*„ die Gleichung 



statt findet, in welcher a,, o,, .... a„ als Constanten betrachtet werden und 
zwar .... 0„_i > a„ ist, so geht ans den Wurzelu der Gleichung 

I I J ' A 

°i( a i— «.(“>— y) ’*’* ««(»•— y) 

oder 

*. + .... _^L_ = 1 

— 7 a *—y °*—y a n —y 

eine merkwürdige analytische Transformation der Veränderlichen x l2 x,, 
x s , .... x n hervor, w T ovon sich fruchtbare Anwendungen auf verschiedene 
Probleme machen lassen. Ich will hier von dieser Substitution auf be- 
stimmte vielfache Integrale Anwendung machen, die merkwürdige Relatio- 
nen zwischen den Arischen Transcendeoten darstellen. Bezeichnet man die 
Wurzeln der Gleichung (2.), die vom (n — l)ten Grade ist, so wie sie der 
Gröfse nach auf einander folgen, durch y lf y 2 , y } , .... y n _,, so sieht man 
leicht, dafs alle diese Wurzeln positiv sein und einzeln zwischen den ein- 
zelnen Intervallen der Reibe der Werthe 


> °1> a \> •••« On 

liegen müssen. Die Werthe von x lt x 2 , x it .... x H lassen sich nun ein- 
fach durch die Wurzeln y lt y 2 , y } , .... ausdrücken; man erhält 
nemlich 

*.* __ (°i— yi)(«i— yt)(e<i— y») — («,— ,> 

°i («i— «iX«^ o s H a i— <**) •••• («»—«») * 

iEi = (««— r»)(»»— y«)(a»— y») •••• (a,— r»-i) 

o, (»,— «*)(«»— ««) •••• («*—«») * 


__ («n — /,)(<»,— y,)(a.— y t ) .... (a„—yn—i) 
°» (a n — a,)(o,, — a,)(oa — o,) .... (o» — a/i- i) 
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Aus der Gleichung (2.) findet man auch noch unmittelbar folgende beiden 
einfachen Gleichungen: 

y» + r 2 +yj ••••y—i' = Oi + ai + Oj .... a n — (ai + arl + arj .... x\), 


4 y.y«y. •••■y— t 


an 




Nimmt man von der identischen Gleichung 

« — y(y— yHy«— y) •••• (y—i- y) < ( x \ ■ \ 

(°i— yX“»— yX®»— r)—. (•»— y) y ‘ y » n — y) 

das Differential, und setzt, nach der Differentiation, nach einander y,, y lt 
y s , •_••• y»-i statt y, so erhält man, da bekanntlich dann der Ausdruck 
linker Hand, wenn y m eine der Wurzelq bezeichnet, in 
— y»(yi— y»)(y»— y») • ••» (y»-i— y») 

(äT^ymJta,— y«)(c t — /*) .... (a„ — y m ) 
übergeht, folgende Relationen: 

' x? | ** . xj x; 

i( a »— y ») 1 yJ* ‘ («•— y»)* **** (<*«— r,)* 

__ — yi (y»— y.Ky»— y,) (y— i — y,) __ @ 

(«i— y»)(®*— yj •••• («»— y—i) *’ 


i i £* — 

/(»!— y«-»)* ^ («i- y—0 


” (®»-y_.)» 

— y— i(yi— y«-»)(yi— y--i) — (y. 


n-a—y»-«) — q 

(«i— y»)(®»— y»-i)(°*— y»-i) (®»-y«-i) 

Diese Formeln geben übrigens auch aus der Gleichung (4.) hervor, wenn 
man darin (y 2 — yO .... (y— 1 ~ Xi) statt y,, y,, .... y„_, und (a, — y,) ... 
... a n — y, statt a t , a 2 , a } , .... a„ setzt, u. s. w. Differentiirt man die 
Gleichungen (3.) nach den Veränderlichen y, , y 3 , .... y„_, , so erhält mau. 
wenn man diese Gröfsen einzeln nach einander als veränderlich betrachtet, 
folgende Formeln: 

dxl-^dxX .... dx 7 = 0,dyj, 
dx\ + dx\ .... dxl =* ©a^yj> 


.... dx 7 m = ©„Syi? 
uud wenn alle zugleich als veränderlich angesehen werden: 

8. dx] -1-3x5 .... dxl = ©i 3 y] + ©j 5 5i + ©j 3 )i •♦.. &n-idy 
Betrachten wir jetzt das vielfache Integra! 

/ 9 j, dx t dx t .... dxn-i 
X« 
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nnd drücken dasselbe durch die Veränderlichen y n y„ .... y. ans, 
so erhält man mit Hülfe der Gleichungen (4.) nnd (7.) 


av»,8x,, , e = » y , »x. « r , 
VT. 


und für ©,, ©,, ©,,' .... ©„_, die oben (4.) nnd (6.) gefundenen Werthe 
gesetzt, erhält man das merkwürdige Integral 


*c>x, 3x, dx t .... St 


g f ^*1 ^*1 U *t 1 

J i,V [«, a,....«*-!) 


—y v F (57x 1 x J ....x»_ J ) 


worin der Kürze wegen 


-Vi = («,— ri)^— r»)(°»— y«) •... (<*»— y t ) 

u. s. w. 


gesetzt worden ist. Wenn das Integral linker Hand anf alle positive Werthe 
der Veränderlichen x n x 2 , .... x n , welche der Bedingung (1.) genügen, 
ausgedehnt wird: so müssen die Iutegrale in Beziehung auf y if y„ .... y.- 2 
in den Grenzen a, nnd a if a 2 nnd <*,, a } uud a«, .... a„_, und a„ genommen 
werden. Setzt mau nun 

1 

= COS tp n 

= sin<P,cos&, 

= siuff), sintPiCOs?),, 

V o. 


r^-— = sin <p x sin (ß 2 sin (D, .... siu(P„_i cosß. , 

r a Ä _i 

— sinßiSiutßj .... sintp,, 

r An 

so ist 

/ 3x, 3x, d x, 9 x 4 .... 3 x,-‘ ( 

x Ä V" (a t a, .... a*_i) 

J' sin" - 1 3 J* sin” , (p 1 d<p i .... J ' siu (P„_, 3 J* 3 (£>„_, . 

Für die angezeigten Grenzen von x,,x 2 , x „ .... ar„ sind die vou !&,?>,, ... 

0 und -Jt geworden, uod man erhält daher für dieses Integral, wie 
es Jacobi in der Abhandlung im 12teu Bande dieses Journals zeigt, wenu » 


!• 
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eide gerade Zahl ist: 


und wenn n ungrade ist: 


(inV 


2 .. 


(b _2) (—3)* 

»— 4 

q«) 1 . 


3.... (it — 2)(« — 4) ’ 

daher ist, wenn wir diesen Werth durch S bezeichnen, 

m a -J V L (x l x, x, .... *_ö ’ 

in welchem Ausdrucke die Veränderlichen y n y ä , .... y n . t zwischen den 
angezeigten Grenzen genommen werden müssen. Dieses vielfache be- 
stimmte Integral enthält, da die Veränderlichen getrennt sind, Afe/sche In- 
tegrale, in welchen die Veränderlichen y unter dem Wurzelzeichen auf den 
Grad n steigen. Man bat also eine Relation zwischen den verschiedenen 
Gattungen dieser Integrale, die aber vou einer und derselben Ordnung sind. 
Diese Relation, glaube ich, hat auch Jacobi im 19ten Bande Seite 312 d. J. 
gemeint. Setzt man n = 3, so erhält man wieder 

_ f (r.— jQdri dy 4 . 

* J y,)!»«— rt)(°»~ 7i)( o i— r»)’ 

welcher Ausdruck die von Legendre entdeckte Relation zwischen den 
elliptischen Integralen lster und 2ter Gattung enthält. Will man sich 
auch bei diesen Integralen, wie mau es bei den elliptischen gewohnt ist, 
der trigonometrischen Functionen bedienen, so setze man 
. y m = a. cos 1 ^ + a ( „ +1) siu’!P m , 

oder auch 

_ °»- a »4l 

a m cos q>m + o(m+i) sin (f m ’ 

wo a m und « m+l die Grenzen von y m sind. Durch diese Substitutionen 
gehen auch die Gleichuugen (3.) in folgende über: 


“ sin?), A(aJ, <P 2 ) A(a], (ß } ) A(al, (ß*) .... 
y^~ = cos(Pj sintp, A(o^,(P,) A(a^,<P«) .... 

— A(al,(p,) cos?), siutp, A(b4 j, ,<P «) .... 

= A(of,(p,) A(a ( , 5 \?> 2 ) cos<P, sm<p 4 .... 

= *(«?. <&) A(«®,tp,)cos(p 4 .... 

U. 8. W. 

24* 
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Für n Veränderliche erhält man (n — 2) J Moduln; (» — 2) derselben be- 
stimmen aber die übrigen. Durch diese Substitution hat Jacobi die im 
19ten Bande Seite 312 d. J. mitgetheilte Gleichung, welche die kürzeste 
Linie auf einem Saxigen Ellipsoid bestimmt, gefunden. Jacobi ist aber 
bei 3 Variabein nicht stehen geblieben; er bat allgemein die Gleichungen 
für das Minimum des Integrals (8.): 

f f(?x\ + dx\ .... dxl) = f ds =y > /• (0, 3y* -f © 3 dy \ .... 0_, Syl,,) 


entwickelt, obgleich am angeführten Orte nicht mitgetheilt. 

Ich will hier noch beiläufig die durch die obigen Substitutionen ge- 
fundenen, ersten Integrale des Systems von n — 2 Differentialgleichungen 
2ter Ordnung, auf welche man für n Variabein geführt wird, io nuce mit- 
tbeileu. Setzt man der Kürze wegen 


Q| Q, _ „7 0,-1 dyl- 1 _ . 

ds 1 = ~~$ji — »u 57^“" “ p "~ l » 


so ist für das Minimum von f ds, wie ich gefunden habe, 

(Xi— y.)—. Cxi— = Ci + tf-’y,— «"“•y* ....±oT s +xT J = y »> 

(y>— >*i) •••• (y*— y,-i)®; = c 2 +c"- z yi—c n -*yi .... ±«yr*TxT* = 


(X— I— Xi) - Cx«-1— X— i) P »-1 = V^- 1—C^X»-1 - iOHrFyüT? = Y «-t > 

und 

Xi+Xi •••• X«-i — c = Xi^+X*»i+X3 p l •••* X— 
und hieraus mit Hülfe der Werlbe von e, .... r„_, und 0, .... 0,_i: 
3y*-iVyn-i _ dy , Vy, , dy t Vy t 5y,-aV>._i 

VXX^ii^i) VtAT, x,) f v^x.x,) V,_ 3 ) » 

y *- 1 iV>-t _ Yi^YiVri . y >dy t Vy t y—i 3r«-» v>-» 

iCö ” V(A-, X,) f x,) V(A^ 2 X,— j) » 

_ rldy,Vy, xjdy.vy, X*_, 

V(A_i Xa-i) V^X,) + /(A,X,r V(A^J X_,) » 


xTTi^x,., _ xr’Sy.Vy, y^dy^Vy, 3 y„_, V>^, 

V^(A n _, X~ 0 FTÄT X,) T v^(A t X,) _ v^x^Tx„_,) » 

wo X, , JV, , .... die obigen Bedeutungen haben. 

Es seien a, , aj, ctj, .... a„ Veränderliche, welche der Bedingung 


10. -^r + T 

u «+* “i-M 


+ a, + i 


0, + ä 


= 1 
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genügen, für welche 


Oj, , 

a, ' a t 


— > 1 
o* 


vorausgesetzt wird. Von den n Wurzeln dieser Gleichung liegt eine, und 
zwar die einzige positive, zwischen 0 und cw; die andere negative liegt 
zwischen den Intervallen der Reihe 

— <1,, Oi , — fl,, • • • • fl,* 

Bezeichnet man diese Wurzeln durch K t , Kj, \ s , .... K H und a m -{- Ä.» = o* 1 , 
so erhält man auch hier wieder, wie in (2.), n Gleichungen , aus welchen 
die Werthe für a , , u ? , a, , .... a„ hervorgehen, nemlich: 


„m „m „(♦) 

a , o. a, • • • 




(«i— «»)• • ••(«»— a ») ’ 


ii. 


„(1) „(j) „w , 

a a Q{| • • • « 




(a, — a,) (a, — o,) . . . . («, — a„) ’ 


■? .« «< 4 > ....«» 


a' n (a n -~a l )(a n — a 1 )....(a n — a„-i) 

Es wird nun auch einen Werth der Veränderlichen x t , x, , 
welcher der Bedingung (I.): 


111 2 
£i + ^* + £i. 
a, 1 o, ' a, o„ 


1, 


und zugleich von den Bedingungen (10.), deuen 


. X, , X, Xn 

o« a<» “1* o m •••• a co 


1, 


geben. 




» 


entspricht. Sucht man aus diesen » Gleichungen wiederum die Veränder- 
lichen, die wir durch xj , x* , xj , . . . . x\ bezeichnen, so findet man auch 
hier wieder: 


12 . 


<jj *<»>„(♦> „(») 

o, o, o. . . . . a. 


(a, a »)....(°i °«) 


m jv „(«> 

°» °i °» 


» 


(<*» —«i )(“j — Oj) ("*—»«) ’ 


X» Xj. 

a n 


J» a> t*i 

a _ a a 


(**> 


(a„ — a,) (a* — a,) . . . . (a„ — a*_i) 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen (11.), so erhält man 

, n _*L— _?i_ *'* i_ *»_ _ «« *» a n 

y^ vr.j’ 7^- v*oj ’ vT. v^’ * • • • V^-T«* 5 

auch siebt man durch Vergleichung der Gleichungen (12.) und (3.), dafs 
— Kj=yn — K = yu — x 4 = y 3 , .... — K = y*-i- 
Für n = 3 bestimmen , X 5 , X, die Axen der durch den Punct (a, Oj «,) 
gehendeu Oberflächen zweiter Ordnung, welche dem £llipsoid, dessen 
Gleichung 

».* 

1 


£Li_L.fü» 4-^i 
a , «, «, 


ist, convocal sind; und xj , x l t , xj sind die Coordinateu des Durcbschuitts- 
punctes dieses Ellipsoids mit den convocalen Hyperboloiden, welche durch 
(a, cts a,) geheu. Setzt inan 

14 ’> i= ^Ti7 0 * •••• 


wo 


e 


— 


(ä;+X) r+ r« l +A 1 )* — (o.+a.)* 

ist, so wird durch diese Bezeichnung 

0 = (fl 1 + X 1 )n: + (a s +?V.)i);+(« I +X,)ii: ....(a„ + x,)^ 

= + +\, 

und das Integral, welches die Form 

/ da, da t da, - , 

°* VXaJ oj oj . . . . ai_j) , 
hat, geht iu folgendes über: 

f(a\ «; a \ . . . . . 

** (“i + • •• • a H yl H-*,)’ 

Aus der obigen Transformation erhält man 

/ da i da, da, .... da»—, V n‘ /‘ t?x{ 3a| .... ~ 

®«7(aJ oj aj . . . . cr,i_i) J xd V"(a, a t o, . . . . a*_,) ’ 

weun die Integration auf alle positiven Werthe der Veränderlichen, welche 
den Bedingungen (I.) und (IO.) genügen, ausgedehnt wird. Wir haben 


daher 


4-*iK a i+2.i)". •(«„+* 


— ß—ifL. 

j *],(a.Y* 


dy, dii t dy dy H - 1 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit dK t und integrirt in des Grenzen O 
und a, in welchen K, liegt, so erhält man 


n — 2 « 3*i r Sy) l dt) i 8T) t ....Sy K - 1 , 

“a r a J m-.+*.x-.+»»K«.+*.) • •• • (■-+*, U ~J r , a ' »7-'’ 

welches das von Jacobi gefundene und im 12teu Bande dieses Journals 
mitgetheilte merkwürdige vielfache Integral ist. 


Nennt man die Combination der Wurzeln der Gleichung (2.) zu t, 
C,, die Combination zn 2, C,, n. s. w., so erhält man aus den Gleichun- 
gen (5.) und (6.) durch Differentiation folgende Gleichungen: 


(Ti— rOOi— ri) •••• (r.— r»-i) 

= (n-1)r,~*-("-2)C 1 y;-* + (ii-3)C 3 /r 4 •••• 

(y*— yiKy*— y 3 ) • ••• (y 5 — y_i) 

= (i.-i) y r*-(»»-2)c 1 yr 4 +(»-3)c 1 >r* •••• ±cu. 


(y*-i — yi)(yn-i y») •••• (y«— t y»— s) 

= (»-Dyri l -(*- 2 ) £ ir^+(»- 3 )c J y^ .... ±c. 


Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so ergiebt sich, unter Hin- 
zuziehung bekannter Sätze über symmetrische Functionen, dafs das Pro- 
duct rechter Hand eine ratiouale Function von £7,, C a , C y , .... C,_, ist; 
und da jede dieser Gröfsen in Rücksicht der Veränderlichen, wie aus der 
Gleichung (2.) hervorgeht, eine homogene Function von der Dimension 2 
ist, so wird das Product 


[(yi—y*) •••• (ji — y»-i)(y* yi) •••• (y*-i — y<i-i)T 

zu einer homogenen rationalen Function der Gröfsen 


x« 


von der Dimension 2(n — 2), welche wir mit tpf'fül, .... be- 

Vr, a t a n / 

zeichnen. Dividirt mau nun die Differentialgleichung (9.) durch diese 
Function, so erhält man noch folgendes bemerkenswerlhe Integral, als ein 
Product ^löefscher Transcendenteu dargestellt: 


/ dx,dx, .... gx,_ t V~(g.) /’ 

- sj J 


Sy. Sr, .... 8yn—t ,, , 

v'{x l x t x l ...:x K - ,)• ^ Ci Uz •*** 
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weiches auch, wenn 

£ _ *1 £ _ *» t _ *« 

«• Toi* & - vT, * 

gesetzt wird, wie folgt geschrieben werden kann: 

f dj jdU .... dtm-i f dy t By t 

J .... ö» ~~ j V(X, X t .... x^y 

Was die ia der Function <P(£J £] .... £*) enthaltenen Constanten betrifft, 
so bemerke ich noch, wie die Gleichungen (12.) und (13.) lehren, dafs 
nie die Differenzen je zweier derselben darin Vorkommen können. Für 
r = 3 ist 

<?>(£, 8. l\) = + + 

und das lutegral 

f jr» dr . 

J V” (X, A',; 

ist ein Product zweier elliptischen Integrale mit complementären Moduln. 
Hamm, im März 1841. 
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? 

Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 

» , 

•(Von Herrn Di. Bucke, Professor, Director der Sternwarte, SecreUur der Akademie 
der Wissenschaften etc. zu Berlin.) 



[Diese vortreffliche Abhandlung, durch welche die Auflösung der Aufgabe, 
die algebraischen Gleichungen numerisch aufznlüsen, gleichsam practisch abgeschlossen 
wird , befindet sich in dem astronomischen Jahrbuche des Ifenn Verfassers für 1841 
gedruckt Da sie indessen gewifs auch für diejenigen Mathematiker wichtig sein 
wird , welche sich nicht insbesondere mit Astronomie beschäftigen, oder welchen das 
genannte astronomische Jahrbuch nicht zu Gesicht kommt, so ist sie, mit Genehmigung 
ihres Herrn Verfassers, auch in das gegenwärtige Journal aufgenommen worden. D. 11] 

Oer Lösung des Problems, welches Lagrange so ausdrückf: 

Etant donne'e une equation numerique san» aucune nolion de la gran- 
deur ni de la nature de ses racinen, en trouver les valeurs nttme- 
ques, ex acte» sil esi possible, ou aussi approchees qu'on voudra, 
ist durch Ilm. Prof. Gräffe iu Zürich eine neue Seite abgewonneu wor- 
den. In seiner Schrift: Die Auflösung der höheren numerischen 
Gleichuogenr, als Beantwortung einer von der Königl. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin anfgcstellten Preisfrage, Zürich 1837, zeigt 
er, dafs, wenn mau aus einer gegebenen Gleichung eine andere ableitet, 
deren Wurzeln sehr hohe Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
sind, aus den Coefßcienten der letzten Gleichung die reellen Wurzeln und 
-die Moduln der imaginären sich sämtlich ergeben. Er zeigt auch den ein- 
fachsten Weg zu solchen sehr hohen Potenzen der Wurzelu zu gelangen. 

Diese Sätze sind in den folgenden Blättern zusammengestellt, und mit dem 
vervollständigt, was sie noch für die gänzliche Lösuug des Problems ver- 
missen liefsen. Nämlich mit der Ermittelung der imagiuären Wurzeln selbst, 
auf einfachem und strengem Wege; mit einer Erleichterung des Verfahrens 
bei Wurzeln, die nahe zusammenliegen, und auch bei sehr hohen Potenzen 
sich nicht entscheidend genug trenaen würden, und mit den Methoden, die 
Wertbe so weit der Wahrheit näher zu bringen, als man immer wün- 
schen mag. 

CreUe't Joarml d. M. Bd. XXII. Hft. 3. 25 
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Die so auf Hru. Prof. Gräffe’s neuem Wege sich ergebende Auf- 
lösung empfiehlt sich in sehr hohem Grade durch ihre Allgemeinheit, Strenge 
und Kürze. Sie ist in so fern direct, als sie keine Versuche irgend wel- 
cher Art nöthig macht. Sie ist auf alle noch so hohen Grade der Glei- 
chungen anwendbar, fahrt nie auf Gleichungen höheren Grades als die ge- 
gebene ist, und verlangt bei ihrem stets unverändert bleibenden Verfahren 
nie unausführbare Rechnungen. Die Natur der Wurzeln, die Anzahl der 
imaginären, legt ihr durchaus kein Hindernifs in deuWeg; sie giebt immer 
bestimmte Resultate, über deren Richtigkeit die einfachste Substitution ent- 
scheiden läfst. Sie setzt durchaus gar keine Kenntnifs von der Natur der 
Wurzeln voraus, so wie sie überhaupt aus den einfachsten Eigenschaften 
der Gleichungen sich herleiten läfst. Für die Kürze derselben spricht end- 
lich der Umstand, dafs die Bestimmung der sämtlichen Wurzeln einer Glei- 
chung vom 7 ,<m Grade bei sechs imaginären Wurzeln, so weit der Wahr- 
heit genähert als Logarithmen von 7 Decimalen es erlauben, in etwa zwei 
bis drei Stunden gänzlich vollendet sein wird. 

* „ # 
yf 

Die Auflösung der Gleichungen kommt bekanntlich darauf hinaus: 
die linearen Factoren zu finden, aus deren Multiplication mit einander die 
Function einer Variabein entstanden ist, welche für gewisse Werthe dieser 
Variabein verschwinden soll. Etwas abweichend von dem gewöhnlichen 
Sprachgebrauch, werde ich die bekannte Gröfse in einem solchen linearen 
Factor, die Wurzel der Gleichung nenuen, so dafs wenn ein Factor einer 
Function von x durch x-\-a bezeichnet wird, a künftig die Wurzel der 
Gleichung beifst, welche entsteht, wenn man die Function gleich Null 
setzt. Mau hat bei dieser Benennung den für die numerische Rechnung 
angenehmen Vortheil, dafs eine einfachere Betrachtung der Zeicbeu ein- 
tritt. Geht man nämlich von positiven Wurzeln aus, wie es am angemes- 
sensten ist, so hat man nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch in einer 
Gleichung, die lauter positive "Wurzeln hat, abwechselnde Zeichen, wäh- 
rend nach der hier angenommenen Benennung lauter positive Zeichen in 
diesem Falle Vorkommen. Der an sich unerhebliche Unterschied wird nur 
bemerkt, um Mifsverständnisse zu verhüten. 

Betrachtet man zuerst den Fall, wo alle W T urzeIn reell und unter 
sich verschieden sind, so ist die Gleichung entstanden aus einem Product 
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von der Form 

(x -f a) (jr -f- ft)(x + c)(ar + ^) •••• = 0. 

Nach bekannten Lehren werden bei der wirklich ausgeführten Multiplica- 
tion die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x gebildet aus den 
Combinationen (ohne Wiederholung) der Wurzeln zu 1, zu 2, zu 3, so 
dafs jeder Coefiicient die Summe aller ähnlichen Combinationen ist Be- 
zeichnet man also die Summen solcher Combinationen, je nach dem Grade 
derselben, mit [o], [ab ] , [ abc ] etc., so wird die entwickelte Gleichung 
ar" + [aijx"“ 1 -}- [oäc]x"~ s -J- [abcd]x?~~* ... . = 0. 

Ans den Coefficienten einer solchen Gleichung kann man aber nach 
bekannten Lehren alle symmetrischen Functionen der Wurzeln linden und 
numerisch berechnen, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. Man kann folg- 
lich auch vermittelst dieser Coefficienten die Combinationen beliebig hoher 
Potenzen der Wurzeln zu 1, zu 2, zu 3 bestimmen, oder die Summen [a m J, 
[a m b m cT] etc. Folglich kann man auch die sämtlichen Coefficien- 
ten einer Gleichung augeben, deren Wurzeln die tn'*" Potenzen der Wur- 
zeln der ursprünglich gegebenen Gleichung sind, nämlich 

je” 4- [a m ] + [o m *> m ] ^ + [<* m b m c m ]x”~ , + .... — 0. 

Die Gröfse von m kann ganz beliebig, so hoch man will, angenommen 
werden. Man nehme nun an, um deu Gang der Entwickelung leichter zu 
übersehen, es sei unter den Wurzeln a die gröfste, b die nächst gröfste, 
c die folgende etc. oder es sei 

o ^ b , b ^ Cf c ^ d , d ^ 0 • • • • etc. , 
ferner sei m eine sehr hohe Potenz, so wird in 
[a m ] = oT -f- b m + + d m + 

für einen gewissen Grad der Näherung, endlich einmal der Fall slatifindeu, 
bei stets vergrößertem m, dafs e m verschwindet oder vernachlässigt wer- 
den kann gegen d m , d m gegen c m , c“ gegen b m , b m gegen a m , und also 
auch die Summe aller Potenzen der kleineren Wurzeln gegen die Potenz 
der gröfsten. In diesem Falle wird man setzen können 

[a m ] = a m . 

Das ähnliche wird in der Summe [a m b m ] stattfindeu in Bezug auf das Glied 
a m b m , welches zuletzt nothwendig gegen die Summe aller andern a m c m , 
a m d m , b m c m etc. überwiegen rnufs. Es wird folglich ebenfalls dann gesetzt 
werden können 

[«Ti”'] = cTbr 

* 5 * 
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und ganz analog bei allen folgenden Gliedern, oder die Endgleichung wird 
bei stets vergröbertem m endlich einmal die Form anuebmen 

x n + a m x n - i + a m b m 3r-' + a m b n c m x n ^ + a m b m c m d m x f, ~ 4j + .... = 0. 

Hat man die Coefficienten dieser Gleichung numerisch, so hat man un- 

(t m b m 

mittelbar a m i durch Division von — — dann auch b m ; nachher aus dem 

% 

Bruche * Jüji r ebenfalls o m , und- überhaupt die tn'"' Potenzen aller Wur- 

l * 

zelu zu gleicher üfeit, aus denen sjch die Wurzeln selbst durch Auszie- 
huug der im'™ Wurzel ergeben. Das Kennzeichen, ob für einen bestimm- 
ten Grad der Näherung die Grenze erreicht sei, wird man darin finden, 
dafs wenn man von der Potenz m, zu der Potenz tn‘ übergeht, also aus; 
der obigen Gleichung die folgende bildet 

x * + [a m 'J x- 1 + fa m ' b m ‘ J x— 3 -f [«"'#«' <?"•'] *— *-f .... = d, 
die Coefficienten der gleichen Potenzen von x in beiden Gleichungen sich 
verhalten wie die m * Potenz einer Gröfse zu der derselben, oder 
wenn man die Logarithmen eines Coefficienten von x”~ r in beiden Glei- 
chungen hat, die etwa durch lga m in der ersten, Iga*. in der zweiten be- 
zeichnet werden mögen, so mufs für den angenommenen Grad der Näherung 

lg lg V ode/ lg a m . = -^g ^ 

sein, und zwar bleibend, da in speciellen Fällen es wohl sein kann, dafs 
die Summe sämtlicher kleinerer Wurzelu und ihrer Combinationen doch 
noch erheblich genug ist, um eiu ähnliches Verjiältnifs hervorzurufen. In- 
dessen >vird die Möglichkeit dieser Ausnahme immer verringert werden, 
je mehr tn wächst, und wird zuletzt ganz aufhören, 

Wollte man die Erhebung za solchen sehr hohen Potenzen auf die 
gewöhnliche Art durch Bildung der symmetrischen Functionen bewirken, 
so würde die Rechnung nicht ausführbar sein. Mau erreicht aber dasselbe, 
wenn man stufenweise erst die Wurzelu zur Potenz p erhebt, und die 
Gleichung bildet, welche den a p , b p etc. entspricht. Leitet »an aus den 
numerisch berechneten Coefficienten dieser Gleichung die audere ab, welche 
die p ** Potenz der Wurzeln derselben enthält, so hat man die Gleichung, 
deren Wurzeln die pp' e Potenz der Wurzeln der ursprünglich gegebenen 
Gleichung sind, und fährt mau so fort, so erhält man nach uud nach Glei-» 
chungeu, dereu M'urzeln 

a p a pt a”' etc.. 
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sind, wo folglich m gleich einer Potenz von p sehr schnell' wächst. Sfchon 
die kleinsten Zahlen für p werden hier alle Bequemlichkeit gewähren». 
Wäre zuerst p = 2 und die vorgegebene Gleichung: 

Jrf , + a^x* - * + a,x , *-' , + aJX l,r ' , .. .. + a^ = 0, 

so schreibe man för x . . . , x^. Pie linearen Factoren dieser Gleichungen; 
werden dann sein , , , 

(x* + a)(x* + 8)(x* + c).... = 0. 

Schalft man au« ihr alle Wurzelgröfecu weg, so werdeu die Factoren der 
neuen Gleichung 

/ 0*— a*)(x-rÄ?)(x — <?*)•«.. = 0, 

und um positive Wurzeln zu erhalten (in dem obigen Sinne),, ändere man- 
das Zeichen aller Glieder, die einer ungeraden Potenz angehören, oder. 
überhaupt, der zweiten, vierten etc., d. h. einer geraden Ordnungszahl ange-, 
hörigen, wenn man von der höchsten Potenz von x anfängt und' keine übergebt.. 

Zur WegschafTung der Wurzelgröfsen kann man davon ausgebeu, daß: 
für />+ 9 = 0 auch /»? — ^ = 0. Wenn man die Gleichung also in zwei 
solche. Theile abtheilt, dafs jeder für sieb, wenn man ihn in das Quadrat er- 
hebt, von aller Irrationalität frei ist., so. ist das Verlangte erreicht. Dies* 
Theile können in jedem Falle sein 

^ Wfr * »rA 

x^+ CtnX 3 + a,x 5 + £ te a?3 

H— t " — 3 Tt ‘ — 5 n—7 

und- r^x^+ajx 2 +o s x 2 + a,x 2 

Ihre Quadrate sind’ 

x’* + 2tt i x’ , - , + c?llx , '- 2 + 2«,a*f'x’'“ 5 + «*• kjr’’" 4 *.-.. 

+ 2 a, f -4“ 2 cto j + 2 a 2 a« / 

+ 2o, f 

und 

<t\ x" - ' + 2 a, a, x" -5 + aj j x’ 1-1 + 2 a, a 5 i x" _4 + a] |x"~ s ..». 

+ 2aia 5 j; + 2a, a,| + 20 , 0 ,/ 

+ 2a,a o* 

Nimmt man die Differenz dieser Quadrate and ändert die Zeichen» 
wie eben bemerkt, so wird 

x" + ajix" -l + a\ | x * -5 + a,\ \ x"- J + a\ 

— 2a, j — 2a,a, ) — 2a,a, \ — 2a,»; 

+ 2a, /» + 20 , 0 , +2a,ac 

-^2au / -—2a, a : 

+ 20 « 
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die Gleichung sein, deren Wurzeln cf, b\ c* etc. sind. Diese Form giebt 
eine höchst einfache und übersichtliche Rechnung. Der Coeflicient einer 
Potenz von x in der neuen Gleichung, wird gebildet durch die Verbin- 
dung des Quadrats des Coeihcienteu derselben Potenz in der schon be- 
rechneten Gleichung, mit den doppelten Producten je zweier gleich weit 
zu beiden Seiteu von ihm abstehender Coefficienten , die letzteren regel- 
mäßig mit abwechselnden Zeichen genommen. 

Eine ähnliche Ableitung kann man auch für p — 3 machen. Da jedes- 
mal, was auch p, q und r sein mögen, 

(p + y+r) 1 = p' + q> + r*+3(p + q + r )(pq-t-qr+pr)—3pqr 
ist, so wird auch immer, wenn p + q-\-r = 0, 

P J 4V + »■*“- 3j>yr = 0. 

Wenn man also in der gegebenen Gleichung statt x....x^ schreibt, wo- 
durch die linearen Factoren werden x^ + «, x^-f-£ und hier die Wur- 
zelgröfsen wegschafft, so erhält man die Factoren x-fa 5 , x-j-6 3 , x-f-c 1 , 
ohne dafs es nöthig wäre, die Zeichen nachher noch zu ändern. Zu die- 
ser Wegschaffung ist es nach der eben angeführten Gleichung nur erfor- 
derlich, die Gleichung in drei solche Theile zu theilen, dafs der Cubus 
jedes einzelnen und das Product aller drei frei von einer Irrationalität ist. 
Solche Theile können immer sein: 

w n— 3 »—6 

X* + a,x 1 ctg x 3 + .... sss A 


»— 1 »— « n— 7 

a t x 1 -f- OiX 3 +a,x' s = B 

»—7 *— 5 *— « 

ttjX 3 + OiX 3 -f- a a x 3 5= C. 

Denn sie werden 

n 


x 3 { + = A 

ll-l 

x 3 {a, + 06«x _1 + «7X“ 5 . . . .} = B 

n— 2 

X 3 {a 1 4-o ä x~ , + cE < x- 2 ....} t= C, 

die offenbar, jeder für sich zum Cubus erhoben, uud mit einander multi- 
plicirt, frei von einer Irrationalität sind. Bildet mau also 

A 3 + B 3 + C>—3ABC, 
so werden die ersten Glieder 
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ae m -f- (af — 3 a, a, + 3 a, )x*~ l 

-|- (a’ 3 a’ a« — 3 a, a,— 3 a, a, a,— 3 a, a, *f* 3 a’ -f* 3 a«) x n 3 

JaJ — 30,08 + 3 a Ja, — 3 a, 0,0« — 3 a 1 a,a s -{- 3 a 1 aJ + 3 aJoi| n _, 

+ ) — 30 , 0 , 0 , — 30 , 0 , — 3 a, a 5 + 60,0^ + 309 j * 

Der Vortheil der Kürze und Einfachheit ist so entschieden bei dem 
Falle p = 2 , dafs weder das bedeutend langsamere Fortschreiten der Po- 
tenzen 2 , 4 , 8, 16 etc., verglichen mit 3 , 9 , 27 etc., ihm Eintrag thut, noch 
selbst der Umstand, dafs für p gleich einer geraden Zahl, der Unterschied 
zwischen einer positiven und einer negativen Wurzel gleich anfangs ver- 
schwindet, während eine ungerade Potenz ihn bestehen läfst. Wenn man 
die Wurzel ihrer absoluten Gröfse nach kennt, und nur das Zeichen un- 
gewiß* ist, so reicht eine einfache Substitution, wobei man die geraden 
und ungeraden Potenzen von x von einander trennt, sogleich hin, um 
darüber zu entscheiden. Sonst könnte man auch durch Substitution der 


nächsten positiven und negativen Grenzen in runden Zahlen um so un- 
bedenklicher darüber sich versichern, als man alle andern Wurzeln gleich- 
zeitig kennen lernt, und folglich die Grenzen stets so nehmen kann, dafs 
nur die eine Wurzel innerhalb derselben vorhanden ist. 


Eine solche Substitution des zuerst gefundenen Werthes wird man 
doch nicht vermeiden köunen, abgesehen von der Prüfung der Richtig- 
keit, die sie gewährt, da es niemals rathsam sein wird, gleich anfangs die 
Grenze der Genauigkeit, bis zu welcher man gehen will, mit einemmale 
zu umfassen. Die Rechnung mnfs mit Logarithmen ausgeführt werden. 
Aus einem später zu erwähnenden Grunde sind Logarithmen von fünf De- 
cimalen, in jedem Falle, wo man eine grofse Genauigkeit haben will, vor- 
zuzieheu. Angenommen daher, was später immer vorausgesetzt werden 
soll, es werde die erste Rechnung mit Logarithmen von fünf Decimalen 
und so ausgefüfart, dafs man nach Potenzen von 2 fortschreitet, so kann 
man sowohl im Voraus übersehen, wie weit mau gehen, wie viele solcher 
Rechnungen man machen mufs, als auch das Verfahren, wie der gefundene 
Werth am bequemsten verbessert wird, angeben. 

Die Grenze für alle Wurzeln wird erreicht sein, wenn das Quadrat 
jedes Coefficienten, so gegen das doppelte Product der ihm zur Seite ste- 
henden überwiegt, dafs das letztere auf die fünfte Decimale keinen Ein- 
flufs mehr hat, oder bei Logarithmen von fünf Decimalen kleiner als der 
1 00,000'° Theil des erstereu ist. Das gröfste Product, wenn man sich der 
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Grenze einmal schon genähert bat, werden immer die beiden nächsten 
’Coefficienteu geben. Denn wenn die Reihefolge der Coefficienten 
a m 6", a m b m cT'y a m b m c m d m J a m b m c m d m eT J a m b m c m d m t , 'f m , 
ist, so wird für den mittelsten der Werth in der neuen Gleichung "werden : 
a tm b tm c 1 ” dr m — 2 a 7 " 1 b 1 *' <f n d M e m -f- 2a lm b iM c m d m e”f m , 
wo das zweite Glied zura dritten sich verhält wie c m : f m , dagegen das 
erste zum zweiten wie d m : 2e m . Feberhaupt kommt man sehr bald dahin, 
dafs die folgenden Glieder nach dem zweiten unbeträchtlich werden. Soll 
aber das zweite gegen das erste verschwinden, so dafs es nicht mehr in 
Rechnung gebracht werden kann, so muis 

1 00,000 oder {*)" > 200,000 

d. h. 

„ 5,30103 

128 = 2’ 

1227 < 2' 1 
• - = 1,001 m = 12215 < 2 H 

je 

uud bei einem grösseren — natürlich eine um so viel geringere Anzahl 

vou Operationen. Es folgt hieraus, dafs man in der Regel mit sieben üm- 
•formungen völlig ausreicht. In dem ungewöhnlichen Falle von so äufserst 

trabe liegenden Wurzeln, wie für ~ — 1,01 oder 1,001, würde man doch 

nur elf and vierzehn Operationen gebrauchen. Allein es wird später ge- 
zeigt werden, dafs Fälle solcher sehr nahe liegenden Wurzeln, nach der 
Art der gleichen Wurzeln behandelt werden können, so dafs man die Ope- 
rationen gar nicht nöthig hat so weit forlzasetzen , bis die Wurzeln selbst 
von einander getrennt sind, sondern nur so weit, bis ihr Product sich von 
den Produclen der übrigen Wurzeln mit einander unterscheidet. Bei häu- 
figen Anwendungen ist mir kein Beispiel vergekonunen, wo, auch im un- 
günstigsten Falle vou sieben Wurzeln, die sämtlich zwischen 1,1 nnd 1,6 
lagen, mehr als acht Operationen nöthig gewesen wären. 
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Hierans ergiebt sich für die Werthe 

— = 1,1 m = 

e 1 

- = 1,01 m = 

e 
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Id der Regel wird man bei einer Rechnung mit fünf Decimalen, nach 
Auszieliung der »»'*" Wurzel, den Werth der Wurzel sehr genau erhalten, 
so dafs die fünfte Decimale immer sicher, und meistentheils selbst die 
sechste es ist. Dieses scheint daher zu kommen, dafs im Anfänge, bei den 
ersten Operationen, die Coeflicieuten sich aus mehreren Theilen zusammen- 
setzen, so dafs die Ungewißheit der letzten Stelle verringert wird, weil 
selten alle Fehler der letzten Decimale auf eine Seite fallen. Bei der Aus- 
ziehung der m" n Wurzel dividirt man aber auf einmal mit einer grofsen 
Zahl, und vermindert so die Ungewifsheit der letzten Decimale. . 

Bei dieser sehr grofsen Annäherung an die Wahrheit, bis auf den 
100,000"’' Theil des Ganzen, kann man unbedenklich den Taylorseben 
Lehrsatz oder die Newtonscbe Approximationsmethode anwenden; denn 
die Unsicherheit derselben findet nur dann statt, wenn der Werth, von dem 
man ausgeht, nicht blofs einer, sondern mehreren Wurzeln sehr nahe ist. 
Nach dem Taylorseben Satze wird für 

x = Xo-j-Axo 

fx =/* u + 4&- **■, + •••• 

Hat fx die Form, in der die Gleichungen immer als gegeben angesehen 
werden , 

«s+ai^r 1 +«»<■*» 

so wird = tMfr' + C»— + 2 )°» 4 

oder = + ( n — 1 ) «x ■a^o -1 *4~ (” — 2)a,arJ -5 + .... 

Hat man also die Substitution von x (l , dem gefundenen genäherten Werthe, 
iu die Gleichung gemacht, wovon das Resultat mit [xj] bezeichnet wer- 
den möge, so multiplicirt man jedes Glied mit den Exponenten der Potenz 
von x, die darin vorkommt; das Resultat dieser Operation möge mit [nxj] 
bezeichnet werden; dann wird 



[•rfl 

[«*;] 


Ms 


I 


wo M der Modulus des briggischen Systems ist, dessen logar. = 9,6377843. 
Auf diese Weise wird man ohne eine gröfsere Mühe, als die Substitution 
des Werthes von x 0 iu die Gleichung, den Werth von lgx so genau er- 
halten, als Logarithmen von 7 Decimalen ihn zu geben vermögen, da die 
Multiplication mit den Exponenten kaum io Betracht kommt. Eine größere 
CreUe - . loornil d. M. Bd. XXII. Uft. 3. 26 
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Geuauigkeit wird kaum je verlangt werden, und kauu, wenn sie ge- 
wünscht wird, auf dieselbe Weise erhalten werden. 

Betrachtet man zweitens den Fall, in welchem alle Wurzeln imaginär 
sind, und unter diesen wiederum keiue mit der andern Zusammenfalle ud, 
so wird es, um mit imaginären Gröfseu uicht in der Rcchnuug zu thun zu 
haben, am gerathensten sein, von den trinoinischen Factoren auszugeben, 
in welche sich jede solche Gleichung zerlegen lasseu mufs. Sei die all- 
gemeine Form eines solchen Factors 

x'+fx+f, 

wo g bei imaginären Wurzeln stets reell ist, so sind die beiden linearen 
Factoren dieser Gröfse bekanntlich von der Form 

x-J-a + ßV — 1 uud x-f-a — ßf — 1 

oder auch, wenn 

= cos<p ’ = ""P’ 

x+^(cos^-f-sintp — 1) und x-}-y(cos?) — sintp/ - — 1) 
so dafs g = /(a’ + ß 1 ) oud f — 2^cos?>, 

folglich für imaginäre W T urzeln oder bei reellem ?) stets 

f<ty 

Werden aus solchen Factoren die Factoren hergeleitet, welche die m" n Po- 
tenzen der Wurzeln enthalten, so werden diese letzteren, wegen 
(cos?) + sin?) /" — 1)” = cos»»?) + sin f — 1, 
vollständig werden: 

x+^ m (cos m?)-f- sin »»?)/■ — 1), x-f-^ m (cos»»!p — si um?)/' — 1), 

woraus der trinomische Factor eutsteht 

x 5 -f- 1g m cos tup x-j-g 7m t 
oder wenn man ihn bezeichnet durch 

x+f m r+g^ f 

so wird wiederum bei imaginären Wurzeln 

f m = 2 sT cos»»?) < 2 g m f 

d. h. f m kann nie gröfser als ’2g m werden, abgesehen vom Zeichen. Es 
kann nämlich f„ = 2g m werden, wenn m?) ein Vielfaches von ir ist, und 
wenn es dieses einmal geworden ist, so wird es bei der Erhebung in da» 
Quadrat oder die höheren Potenzen stets diesen Werth hebalten. Imagi- 
näre Wurzeln geben in diesen» speciellen Falle dasselbe Resultat, wie 
gleiche reelle. In allen audern Fallet» aber wird f n , je nach dem ver- 
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echiedenen Werihe von cosm<P, bald ab-, bald zunebraen, im Zeichen 
wechseln, stets aber der absoluten Gröfse nach kleiner als "2g m bleiben. 

Hat nun eine Gleichung lauter imaginäre Wurzeln, so wird sie das 
Product lauter solcher trinomischer Factoreh sein, in welchen f<_ Qg ist 
Die Form dieses Productes wird, wenn die einzelnen Factoren sind, 
x 1 +fx+g\ x 1 +f'x+g'*, ar’-f f'x + g" 1 .... etc., 
und, wenn die obige Summen -Bezeichnung beibehalten wird, 

+ m **-* + ([/] + [mw*-* 

•Hisn+irrn)*!** 

+ + [?rn + irrrr ))*'- 4 

• • • 

• • • 

• • • 

+ (Ifs? 1 ' ••• • 

+ = o. 

Dafs diese Form die richtige ist, wird man aas den einfachen Gesetzen 
der Multiplication ableiten können, und dafs namentlich in den letzten Glie- 
dern die /'einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien mit dem g combinirt 
Vorkommen müssen, eben so wie in den ersten Gliedern, so dafs das zweite 
uud vorletzte, das dritte und drittletzte etc. einander in Bezug auf den Grad 
der f, die mit einander uud den g multiplicirt sind, entsprechen, wird man 
sogleich übersehen, wenn man die trinomischen Factoren so schreibt 



und sie dann mit einander multiplicirt. 

Werden nnn aus einer solchen Gleichung die Gleichungen faergelei- 
tet, deren Wurzeln die m 1 ” Potenzen der ursprünglichen Wurzeln sind, so 
gebt f über in f nf f in fl etc., g 1 in g a in g' 7m und die neue Glei- 
chung wird folglich die Form haben: 

+ IA ]**- 1 + ([/-] + [AA J) 

+([^"A] + [AAA ])*’-’ 

+ <fyVj +y i y:r:i + [f.unr: J)^-* 


+ £- l \* 

+ g'"g >, "'....g*-»' m « o. 


86 * 
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. . ' 

Nimmt man hier wiederum zur leichtern II ebersicht des Ganges an, dafs 
g der gröfste Modul (nach der gewöhnlichen Benennung), g' der nächst- 
grö£ste, g“ der folgende u. s. w., oder dab 

g>9', 9' >9", 9" >9'" •••• 

und kein Modul dem andern gleich ist, und betrachtet man zuerst die 
Glieder, in welche» die Potenz eiue gerade Zahl ist, so wird bei ihren 
Coeflicienten das jedesmal vorkommende, von allen f m ganz freie Glied 
.... ganz ähnlich wie bei den reellen Wurzeln, bei ver- 

gröfsertem m zuletzt übergehen in 

2m /^ m ijl"* 

9 9 9 •••• 

so dafs für [g* m ] geschrieben werden kann g m , für [g 1 " g' im l • ••• g 7m g“ 7 “ 
u. s. w. Neben diesen Summen kommen aber noch theils solche Sommer» 
vor, in denen mehrere g mit mehreren f verbunden sind, oder auch solche, 
wo nur f darin enthalten sind. In allen diesen Summen müssen die f im- 
mer in gerader Zahl vorhanden sein. Subslituirt man hier für jedes f m 
seine äufserste Grenze 2g m , so wird das Resultat zuverlässig immer gröber 
oder gleich grob mit dem eigentlichen Werthe, und die Grenze, der sich 
mit vergröbertem m diese Summen nähern, wenn man in ihuen jedes f m 
mit 2 g m vertauscht hat, kann nie überschritten werden. Hiernach wird 
bei dem Coeflicienten von »*"“* die Summe f f m f m ] niemals die Summe von 
l[g m g‘ m ] überschreiten können, folglich wird auch die Grenze dieser letz- 
ten Summe bei vergröbertem m , nämlich die Grobe $g m g ,m selbst der 
äufserste Grenzwerth für [/*/£] sein. Von den beiden Theilen aber, aus 
denen der Coefßdent zuletzt allein besteht, 

g' m + lg" y”, 

wird auch der zweite zuletzt verschwinden müssen gegen den ersten, 
sobald 

9 M >*9‘ m > 

d. h. sobald m 

9 >9' ft, 

denn in einem solchen Falle wird irgend einmal, wenn m erhöht worden 
ist zu tnP, g mP gauz und gar überwiegen. Die Zahl 4 unter dem Wurzel- 
zeichen ist unabhängig von der Potenz m, und bleibt für alle Werthe der- 

m 

selben constant, folglich wird sich /4 der Einheit immer mehr und mehr 
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nähern, and zuletzt so ganz damit zusammcnfallen, dafs die Bedingung 
g>g'fl übergellt in So z. B. ist für m = 128 

= 1 , 011 . 

Es geht demnach, sobald g~> g' der Coefficieut von x tn ~ 7 , 

[gn + [fmfL] Über in g 7m . 

Ganz dieselben Schlüsse lassen sich bei allen Coefficienten machen, welche 
mit geraden Potenzen verbunden sind, und man braucht bei ihnen immer 
nur die Summen, welche lauter g enthalten, zu vergleichen mit den Sum- 
men, in welchen zwei f mit den g verbunden sind. Kommen nämlich 
mehr f als zwei in der Summe vor, so gehören sie nothwendig zu klei- 
neren g als die sind, welche in den Summen Vorkommen die nur g ent- 
halten. Im Allgemeinen werden mit vergrößertem m die Coefficienten der 
geraden Potenzen von x, ganz wie bei den reellen Wurzeln, übergehen in 
g lM , g tm g ,im , g im g ,im g' ,im f etc. 

Die Coefficienten der ungeraden Potenzen von x enthalten kein Glied, 
in welchem nicht wenigstens ein f m vorkäme, und da jedes solche f m 
schwankende Werthe hat, selbst Null werden kann, oder doch einen sehr 
kleinen Werth erhalten, so können diese Coefficienten auch bei uoch so 
grofsem m nie einer bestimmten Grenze sich nähern, den Ausnahmefall 
ausgenommen, wenn m(ß ein Vielfaches von ir ist, welcher, da er mit den 
gleichen reellen Wurzeln zusammenfällt, später betrachtet werden soll. 
Bei lauter imaginären Wurzeln und ungleichen Moduln wechselt ein un- 
bestimmtes Glied stets ab mit einem solchen, welches den Werth eines 
neuen g 7m zu den vorigen hiuzufügt. Wenn folglich die Grenze, in welcher 
die Endform stattfindet, erreicht ist, worüber man eben so wie bei den 
, reellen Wurzeln durch den Gang der Rechnung unterrichtet wird, so hat 
die Gleichung die Form 

** +/Ö ®** -1 +g im +g 7m g' 2m **-* + K 

+f'g ,7m g , ' 2m x"- e .... = o, 

wo durch f n , /£, f“ der schwankende Werth der Coefficienten bezeich- 
net wird. 

Man findet also ganz auf dieselbe Welse, wie bei den reellen Wur- 
zeln, durch successive Divisionen erst g" m , dann = g ,im u. s. w. So 
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dafs jetzt bei bekannten y die zu jedem Modul gehörigen f noch zu be- 
stimmen sind. 

Hiezu bietet die gegebene Gleichung selbst weit mehr Bedingungs- 
gleichungen dar, als nölhig sind, so dafs sich a priori übersehen läfst, dafs 
die verschiedenen f jedesmal linear und ohne Zweideutigkeit sich bestim- 
men lassen müssen. Eine Gleichung vom 2 n" B Grade, in der alle y be- 
kannt sind, enthält in ihren 2» + l Gliedern 2n Coefficienten, in denen 
die unbekannten Gröfsen f an der Zahl n enthalten sind, und aus welchen 
sie bestimmt werden können. Von diesen CoefCcienten ist einer, der letzte, 
frei von allen ff von den noch übrigen 2» — 1 sind zwei, der zweite und 
vorletzte, vom ersten Grade in Bezug anf die f; zwei, der dritte und dritt- 
letzte, vom zweiten Grade und überhaupt sind immer zwei gleich weit 
vom Anfänge und Ende abstehende Coefficienten von gleichem Grade in 
Bezug auf die f, durch alle Grade hindurch, bis zum (n — 1)'” inclusive; 
der mittelste alleinstehende aber ist vom Grade. Man kann deswegen 
zur Bestimmung der f so verfahren, dafs man aus 

«i = [f] n » d “j.-i = [/*'*... 
zwei f linear als Function der übrigen und bekannter Gröfsen bestimmt. 
Es mögen dieses etwa f und f' sein. Substituirt man diese Wertbe in 

cijn-i = r/y .... y- 5i *] + i/y . . . .y^'r^r-% 

so bat man zwei Gleichungen vom zweiten Grade, aus deren Verbindung 
sich ein drittes f, etwa f", linear als Function der übrigen finden läfst. 
Dieses geschieht unmittelbar durch die Division beider Gleichungen in ein- 
ander, bis ein Ausdruck übrig bleibt, der nur noch die erste Potenz von 
f" enthält. Die Substitution dieses Werfbes in eine der Gleichungen, aus 
der er hervorging, wird eine Gleichung vom 4’*“ Grade gebeu, aus wel- 
cher die drei fff" verschwunden sind, uud wenn man die Wertbe die- 
ser drei Gröfsen in die Coefficienten von x >n ~ i und x 3 substituirt, so hat 
man zwei neue Gleichungen vom 6" n Grade, die in Verbindung mit der 
vom 4"" Grude wieder linear zwei neue f als Functionen der übrigen be- 
stimmen lassen müssen. Allein auf diesem Wege wird man doch höch- 
stens noch ein viertes f, etwa f", bestimmen können, oder also nur in 
dem Falle von 8 imaginären Wurzeln Gebrauch davon machen können. 
Deun die Elimination von f"‘ aus einer Gleichung vom 4 , * l> und vom 6*'" 
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Grade wird mindestens zu einer Gleichung vom 24'"'" Grade führen, die 
sich nicht mehr behandeln läfst. In der Praxis wird der Grad noch höher 
steigen. Denn wenn inan sich nicht die Mühe geben will, die symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln zu bilden, sondern den Weg der Division, 
der auch der einzige wirklich anwendbare sein möchte, wählt, so wird 
mau bei der Verbindung einer Gleichung vom m' M ‘ Grade mit einer vom 
»"■" in der Regel so viele überflüssige Factoren einführen müssen, dafs 
die Endgleichung, in welcher die zu eiiminirende Gröfse nur noch anf der 
ersten Potenz sich befindet, in Bezug auf die übrigen darin enthaltenen 
Unbekannten, vom (m-f- r» — 2) l ' B Grade ist, also durch die Substitution des 
aus ihr erhalteueu Werthes uotbwendig einen höhern Grad als den r«»»"“ 
erreichen läfst, wenn m mul n die Potenz 2 übersteigen. Man wird des- 
halb höchstens bis zur Bestimmung von vier f diesen Weg einschla- 
geu können. 

In der Tliat scheint es aber auch in der Natur der Aufgabe zu lie- 
gen, dafs eine gewisse Weitläufigkeit nicht zu vermeiden ist. Denn wenn 
auch nur n Gröfsen f gesucht werden, so würde doch eine Gleichung 
vom »*"“ Grade allein nicht dem Probleme genügen, wenn man sie auch 
aufstellen könnte. Man verlangt nämlich nicht blofs die Werthe der ver- 
schiedenen f selbst, sondern man verlangt den Werth eines jeden bestimm- 
ten f, was einem bestimmten g angehört. Sonach möchte es wohl die 
einfachste Auflösung sein, die sich erwarten läfst, wenn man eine Gleichung 
angiebt, die, je uachdem man den Werth eines bestimmten g m sie hinein 
snbstituirt, auch jedesmal das zugehörige f giebt. Diese Gleichung mufs 
vom n"” Grade sein, da in dem Falle, dafs sämtliche Modulu g eiuauder 
gleich wären, während die Winkel (p und folglich die f verschieden sind, 
die n Werthe von f aus den Wurzeln der Gleichung sich ergeben müfs- 
ten. Kanu mau damit eine ähnliche Gleichung uiederen Grades verbinden, 
die bei gleicher Substitution des bestimmten g jedesmal als gemeinschaft- 
liche Wurzel mit der ersten Gleichung den verlangten Werth von f hat, 
so dafs man durch einfache Division den Werth von f linear fiudet, und 
läfst sich diese Division mit der gröfsten Bequemlichkeit in jedem Falle 
ausführen, so scheint die Aufgabe so einfach gelöst zu sein, als die Natur 
des Gegenstandes es erlaubt. 

Solche zwei Gleichungen erlangt man auf die einfachste Weise, 
wenn mau die allgemeine Form der imaginären Wurzeln in die gegebene 
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Gleichung hinein substituirt. Ein Werth 

« x = + V~ — 1) 

giebt, wenn man ihn in die Gleichung 

x 2 " -f- a t x 2 " -1 + a, x 5 " -1 . . . . -f- a 3 „ = 0 
setzt, durch Trennung des Imaginären vom Reellen, oder, indem man den 
zweiten Werth x = r(cos(p — sia(f>f — 1) ebenfalls einfuhrt, und die Re- 
sultate beider Substitutionen verbindet, zwei Gleichungen: 

0 = r’"cos2np-j-a J r ,,,- *cos(2» — 1 ) (ß -f o, cos ( 2n — 2) <£>... . 

+ am-i»*COS < P-{-®s» 

0 = r 1 ’ , 8in2nP-^-a 1 r !, '“ , sin (2n — + siu(2n — 2 )$,... 

+ <b*- 1 r «in <p. 

Multiplicirt man die erste mit cosnß und die zweite mit sinwß und ad- 
dirt beide Producte, und multiplicirt man nachher auch die erste mit sin nQ 
und die zweite mit cosnß und subtrahirt das erste Product vom zweiten, 
so erhält mau die zwei Gleichungen: 

0 = r’ 1 ' cos n<P + a 1 r I "~ J cos (n — l)$> + ajr s " _, cos(n — 2)Q.... 

+ a.m -1 r 1 cos (fl — 2)<P-f a,,«., r cos (n — 1) -f a 2 , cos n<P 
0 = r 1 " sin nß + Oi r*"“ 1 siu ( n — 1) ß + ein (»— 2)ß . . . . 

— ch»-i r* sin (n — 2 )ß — sin(n — l)ß — a,„ sinn?). 

In dieseu enthalten immer die gleich weit vom Ende und vom Anfänge 
abstehenden Glieder einerlei Sinus und Cosinus. Vereinigt man diese und 

setzt mau also 

1 + CL ln r~' im = ß 1 —ch,r- 2n = 7 

+ = ßi tti — Oj-j = 7* 

+ = ßa «2— a aa -jr M5 '’"* ) = 7 j 

• • 

• • 

• • 

• » • 

a„_, +a„ +1 r~ J = ß„_, — a„ +l r~ J = 7_ 

a„ +a, = ß.» 

so werden die beiden Gleichungeu, wenn man sie mit r 1 ” dividirt, 

0 = ß cos «ß+ ^008(11— 1)(P+ -^cos(«— 2)ß....+ ~^cosß + 

O = 7siun!P-}-~ 8in(n — l)ß + sin(n — 2)ß .... + sin?). 

Es lassen sich aber durch die bekannten Reihen die Cosinus uud 
Sinus des vielfachen Winkels als Functionen der Cosinus und Sinus des 
einfachen ausdrücken, und für n gleich einer ganzeg positiven Zahl ist 
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allgemein, wenn man alle negativen Potenzen der Cosinus und Sinns des 
einfachen Winkels wegläfst: 

cos ntp = 2*“' cosCP" — J2"- 3 cos^"- ä 4•?^^~^^2 ,, - s cos!P’ , - 4 


- ^=Ä= 5 - } 2- 7 cos®-«-l. ^ 


sin n<p 
ein (f 

{n— 5)(»-6X»— /m~ 
1.2.3.* " 


2-co»(P“-^L . 

. > 3 X, ~ 6) 2~’cs<P-’ + 


2"~ s cos(P’ , - i 
2’’~ ?, cos^ , ~ 9 — etc. 


Substituirt man diese Reihen in den beiden letzten Gleichungen, so 
erhält man: 

0 = 2’- 1 ß cos (f)" + 4 1 2 "* J cos 2- J cos<p"-* 

— ■j-2- 3 ßcos(P"- 1 
+ 2 "~* cos P*~ 3 + ^ 2"- 5 cos (P'- 4 

_^Ä 2 -« co s ^!1Z? 2 "- 5 cos tP" -4 

4- W, ”.7 3 ß3*~ Sc os ( P ,1 -*.f ....etc, 

0 = 2"~ , ycos^ ,-, 4-^2 , *“ 5 cos$>’ , “ ä -}-^ 2"- , co8<P"~ J 

— 7 S* -3 cos 


+ £f-2"- 4 cos<P"- 4 + ^2*- 5 cos<P"- i 


« — 3 


£ l 2'*- 4 cos<P*“* — — ■ y ^ 2*“ s cos^'' -5 

(w — 3)(w — 4) 


1.2 


y2"- 5 cos<p’ , - s + ....etc. 


Man wünscht aber eigentlich nicht cos<P zu erhalten, sondern die Grölse f 
des trinomischen Factors der beiden imaginären Wurzeln, also nach der 
angenommenen Form x = r(coa^ + ain(p^' — 1) die Gröfse 

— 2r cos?) sa t. 

Multiplicirt man deshalb, um t als Wurzel zu bekommen, die Glieder bei- 
der Gleichungen nacheinander mit 

( — 2r)°, ( — 2r)‘, (-2 r)\ (-2 rf 

so werden sich beide Gleichungen durch 2"“ 1 dividiren lassen, und die 

treU«. Jonrrul d. H. Dd. XXII. HA. 3. 27 
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Eodform wird mit Weglassung aller negativen Potenzen von t sein: 

o = ßr— ß.f-' + ß.r- 1 — ß 3 r- J ....±ß„ 

— r 1 {»ßr- 5 — (»— i)ß, r~ J + (»— 2) ß t r~*— • . • •} 


0 SB 


4- r 4 j^^ßf-4 — p ir 4 + {?- -V L p v ß a _ . . . .} 

4) (n-5) ß f ,_6 («-!)(»— 5) (w— 6) « f ,_ 7 \ 

y <"-*—7. r- J + — 7 j r- 4 . . . . ± 7„_, 

— r* {(n— 2 ) 7 r- 3 — (n— :ih, f"- 4 4 (n— 4) 7j r- 5 . . . . } 
4^| ( H-3H M -4) yr _,_(^)^5) 7i | 

*1 1.2.3 1.2.3 •*’*l 


+ r8 { 


(» — 51 (w— 6) (n — 7) (n — 8) 


1.2.3. 4 


— 7<"~°. ... J — 


etc. 


Wenn in dieWertbe der ß und y, und in diese beiden Gleichungen 
für r ein bestimmtes g substituirt ist, so werden beide Gleichungen eine 
gemeinschaftliche Wurzel für i geben müssen, welche nichts anders als 
der Werth des f ist, was zu dem sobslituirten g gehört. Die sämtlichen 
Ausdrücke sind höchst einfach. Der Grad der Gleichungen ist nicht höher 
als unumgänglich nöthig, und die Division läfst sich, wie sogleich gezeigt 
werden wird, mit der gröfsten Leichtigkeit vermittelst der Logarithmen 
ausführen, so dafs man ohne Mühe aus dem gemeinschaftlichen linearen 
Divisor beider Gleichungen den Werth von f ohne Zweideutigkeit erhält. 
Gehören mehrere f zu demselben Werthe von g, wenn nämlich mehrere 
Paare imaginärer Wurzeln gleiche Moduln haben, so wird der gemein- 
schaftliche Divisor ein quadratischer, oder cubischer. Die Wurzeln müssen 
in diesem Falle stets reell sein und die verschiedenen Werthe für die ein- 
zelnen f geben. 

Für die einfacheren gewöhnlichen Fälle sind die Formeln folgende: 
Fier imaginäre Wurzeln. 
i+a,r-*=zß 1 — a*r~ 4 = 7 

o, 4 oj f~* = ß, o, — a 3 r- J = 7, 

2«, = ßi 

0 = ßt 3 — ßi* -f- ßi — 2 ßr* 

0 = 7 1 — 7,. 
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Hier reicht die letzte Gleichung schon allein ans. Die erste kann als Prü- 
fung der Rechnung gebraucht werden. 

Sechs imaginäre Wurzeln. 

1 fa^r 6 = ß t — a^r-* = 7 

a, -f a 5 r-* = ßi «i — a 5 r~* = y t 

ttj + a 4 r“ J = ßi a, — a »»— 1 = y 2 

2aj — ßj 

0 = ß t >-ß l t' + (ß 1 -3ßr*)t—(ß i -2ß l r') 

0 = yi* — y,t + y 2 — yr\ 

Acht imaginäre Wurzelt t. 

1 -f- Osr -8 = ß 1 — Ogr - * = y 

a-i + a? r~® = ß, a, — a 7 r-° = 7 , 

02 + Oe»*- 4 = fr Oj — a*r~* = 72 

Oj + Osf"" 2 S= ß, ‘Oj— a,»^ = 7, 

2 Oj 5=3 ßj 

0 = ßt*-ß l t> + (ß 2 —tßr')f—(ß i —3ß l r l )t+ß i —2ß 1 r* + 2ßr* 

0 = 7/* — 7 i<* — (71 — 2yr t )t — ( 7j — 7if*). 

Es würde keine Mühe machen, die Division in Zeichen wirklich 
auszuführen und den Ausdruck von t als Function von r 3 und den ß und 
7 binzusetzen. Allein es ist weit bequemer, die Division numerisch zu 
machen. Denn vermittelst der Gaufsischen Tafeln, welche aus den Loga- 
rithmen zweier Zahleu sogleich durch einmaliges Eingehen den Logarith- 
men der Summe und Differenz ganz strenge finden lassen, und die beson- 
ders für Logarithmen von 5 Decimaleu höchst bequem sind (für 7 Deci- 
malen ist mir der Gebrauch dieser Tafeln nicht so bequem vorgekommen, 
doch kann es Mangel an Hebung sein), dividirt man solche Gleichungen 
mit einer Leichtigkeit in einander, die nichts zu wünschen übrig läfsi. 

Bei den Gaufsischen Tafeln wird der Logarithme von a±b ge- 
funden dadurch, dafs mau zu dem Logarithmen der gröfsten Zahl eine aus 
den Tafeln genommene hiuzulegt oder abzieht. Die Form ist also all- 
gemein 

lg (« + *) = lg<*±#, 

wo B mit Iga — lg 6 gefunden wird. Man bestimme nun die Logarithmen 
sämtlicher Coeßicienten beider Gleichungen, und bringe sie durch Ab- 
ziehen von lgß in der ersten, und lg 7 in der zweiten Gleichung auf 

27 * 
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die Form 

0 = T — Jf- 1 -f S'/*- 1 — J"f* .... 

0 = — ff-' + eT- 3 — e'T-* .... 

liier bedeuten die 8 und s die Logaritkmeu der Coefficienten , denen die 
Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden. Geht man nun mit 
8 — e oder s — 8 in die Gaufsischeu Tafeln ein, und ebenso mit 8 1 — e' oder 
t' — 8‘ etc., so erhält man die verschiedenen B, die gehörig unter s e' t" 
gesetzt werden, und nach den Zeichen mit dem gröfseren Logarithmen 
verbunden geben 

0 = + + ....' 

Diese Gleichung bringt mau wieder durch Abziehen von auf die Form 

o = r-‘ + 0r- J + ö / r- 1 .... etc. 

und verbindet sie auf dieselbe Weise mit der Gleichung vom (n — 1)’*" 
Grade. Auf dieselbe Weise fährt man fort, bis man zu dem linearen ge- 
meinschaftlichen Factor kommt, der gleich Null gesetzt, den Werth von f 
giebt. Das Schema ist also folgendes: 

0 sss ßt* + etc. 

0 = yt — 1 — yit n ~ 2 + (y 1 — (» — 2 )yr > )t n - i .... etc. 

Hieraus werden zuerst die Logarithmen statt der Zahlen gesetzt, die Zei- 
chen der Zahlen aber beibehalten, und daun wird nach und nach gebildet 

o = r + 8 t- i + 8 , t— t + 8 "i - i .... 
o s=s t — 1 + s"r- 4 .... 

B fl' B" .... 

+ e"<—j .... 

o = t — 1 + <<-* + + {"<—• •••* , 

fl, b\ b; .... 

if* + ))'<-» + .... 

o = «-* + (<-’+ i'r~* + t"r ~ s .... 

B 2 B l fl",... 

Kt— , + K , t— i + K"r~* 

o = r~* K'r * + k"i—* 

Die einzige Tafel, die man gebraucht bei dieser Division, ist die 
Gaufsbche für Differenz und Summe der Logarithmen, und die Haupt- 
Aufmerksamkeit wird auf die Zeichen gerichtet werden müssen, um gehörig 
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zu addireu oder zu subtrahiren , und dem Resultate sein ihm zukommendes 
Zeichen zu geben. 

Die beiden Gleichungen zwischen t und r haben aber noch eine 
weitere Bedeutung, die für die Auflösung der Gleichungen im allgemeinen 
von Wichtigkeit ist Denn wenn gleich sie aus der Form der imaginären 
Wurzeln abgeleitet sind, so gelten sie doch für alle trinomische Factoren, 
auch für die, deren Wurzeln reell siud. Wenn für irgend welchen tri— 
nomischen Factor 

s? + ix -f- ® 

der Werth von v bekannt geworden ist, und man substitnirt ihn an die 
Stelle der r* in ß, y und in die beiden Gleichungen, so giebt die Divi- 
sion beider in einander den Werth von t, der zu v gehört Man kaun 
nämlich die beiden linearen Factoren von x 1 -f- tx + r jedesmal darslelieu 
unter der Form 

(x + y/e)(x-f yfv). 

Denn für ein positives v, oder f v = einer reellen Grüfce g, wird 

t = 9 (y + y) 

und da t in diesem Falle die Summe beider Wurzeln ist, so werden die 

Wurzeln selbst gy und Sy> oder wenn man sie mit a und b bezeichnet 

so wird y = y = g = fab. 

Diese Form gilt für reelle Wurzeln, welche, wegen v positiv, gleiches 
Zeichen haben müssen, so wie für imaginäre, bei welchen letzteren: 

r ~ i “ y(«*+A i ) r y ~ fir+py 9 ' 

Wenn aber v negativ, der Fall, wo die Wurzeln stets reell sei» 
müssen, aber verschiedenes Zeichen haben, so wird 

r = -/-'t / T’ 7 = s = v- wa, 

und folglich 

t — a — b, 

wie es hier sein mufs. Substituirt man nun in die Gleichung 

x’" + a, X*" -1 + o^x 5 — 1 +» 1 * = 0 

die beiden Werthe von x 

x = — gy und x = - , 


x = — — , 
y 
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so erhält man zwei Gleichungen 

/"y 5 " — + o, y'-’y 3 »-* — .... 

+ 02-s/r* — OLtn-iHY +07. = 0 

ay-'y 0 — 11 + a,y-*y<*»-*> — . 

+ — a^yy* + <**, = a 

Mau multiplicire die erste mit y*"y*, die zweite mit y^y", so wer- 
den sie 

y" — Uiff-'y”-* +o ,y*y"-* — .... 

— o^y^yt-*) _ (*„, jj» ci»— *>y-<«— •) a^y^y" = 0 

y— _ ttj y-‘y-(»->) .J. C^y y'*- 25 .... 

+ 0,^.7 yP-Sy—* — O^.^rP-Oy-» + Oj.yy = a 
Legt man diese beiden letzten zusammen, und subtrahirt sie von einander, 
so erhält inan die zwei folgenden Gleichungen: 

(y" + y") — o. sTb*- 1 + r**- l) ) + a~.0- 7 (y*- 7 + y^) — .. . . 

+ o fc -«r M (y^ , +r M ) — «*^ 1 y p "“ ,, (y"- 1 + y-») 

+ Oj.y 3 " (y* + y) = 0 

und 

(y* — y") — O, y 1 (y* -1 — y-‘*-«) + a a y 5 (y"- s — y<— J >) — . . . . 

— a^y^Cy- 1 — y- 1 -* 5 ) + a^y^fy-i—y-« )) 

— &injr u (y*— y") = o. 

Um hier die Glieder, welche gleich weit ab vom Anfang uud Ende 
stehen, und die einerlei Potenz von y angehören, zu vereinigen, setze 
man wie oben: 


1 + a ln y* = ß 

1 - 07 . y to 

= 7 

a, + a : ._, y 2 '- 7 ’ = ß, 

oi — a 2 ._i y < ” , - ? > 

= 7t 

Oi + a^ s y <5 *“* ) = ßj 
• 

a 2 — 
• 

= 7» 

• 

o—i + a„ +1 y 1 = ß_ t 

• 

o»_i — a. +1 y* 

= 7-t 

2 a. = ß., 




so erhält man die Form 

ß(y+y) - j (y-‘ +y ( "-' ) ) + f t (y-’+y^)- .. . . 

±^(y + y‘)Tft = o 


7 (y.__y.) - Ix (y-1 _yl-D) + (y* — y-t 1 *-’!) _ . . . . 

iJprCy-y*) =o. 
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Es haben nun aber die hier vorkommeuden Functionen die Eigenschaft, 
wovon man sich durch unmittelbare Rechnung überzeugen kann, dafs; 


y+y = (r + y ) Cr”“ 1 + y "~ I! ) — (y 3 + y~ {n ~ r ) 
■f— y = (r+y)(y* — y- (y_ y- <— 5) ) , 

für welche letztere Gleichung man auch schreiben kann 


= (y+r‘> (*^e£==) - . 

fangt man also von den einfachsten Functionen dieser Art an, so -ist; 

y+y = 2 

y +y"‘ = — nach dem Obigen 

y+y 


j 

9 

4-2 

9 X 


y+y 


il-4^ + 2 

9 4 0’ ^ 


and allgemein, was sich ebenfalls durch Prüfung bei dem Uebergange von 
n auf n-j-1 zeigen läfst, mit Weglassung aller negativen Potenzen von t: 


y+y 


f” t»“ J . n(n — 3) <"-* «(» — 4)(a — 5) t" - * 

y "j—» + 1-2 jF* 1.2.3 ff"“®"'* 


eine Reihe, die ganz der obigen Cosinus- Reihe entspricht, da ihre Ablei- 
tung auch völlig identisch mit der von der Reibe für cosntp ist. 

Eben so ist 


y-y 

r-r~ l 
r—r ~ l 
y — y 


= o 

SS 1 


y 1 — y ~ 7 r 

y~- z r r ' ~~ 7 


r 3 — y = 
r -r~ l 

y s — H 

/ -y “ 

y-y _ 

r — y 




t 


4-3-4+* 

y* y* 
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und allgemein mit Weglassung aller negativen Potenzen von t: 

Y *"-* , t n -> , («— 3)(n— 4) <"“ s (n — 4)(n— .•>)(«— 6) t”* 1 

T i.2 ^ i.2.3 y»-7- 

Eine Reihe, die wiederum mit der obigen Reibe für der Form and 

Ableitang nach identisch ist. 

Substituirt man nun diese Wertbe in die obigen Gleichungen, und 
multiplicirt sie nachher mit g", so erhält man 

ßf — + — 0»/^* •••• ±ß. 

— /{ßnf- 2 — ß,(n-l)r- J + ß 3 (n— 2 )r- 

+ y jß ” ' i" J~ - ß» + ••••} etc. = 0, 

+ — ±y„-t 

— i 2 {y (0—2)/"-» — y,(n— 3) t-* + y, (n — . . . .} 

+ /{y (W ~t.2~ 4) — **~ 6 etc. = 0, 


das heilst ganz die obigen Gleichungen. Es ist klar, dafs liier g 1 nur 
statt v eingeführt ist, um fv = g bequemer zu schreiben. Auch kommen 
in den sämtlichen Formeln nur Potenzen von g 1 vor. Hiernach läfist sich 
ganz allgemein folgender Satz aussprechen: 

Wenn in einem triuomischen Factor einer Gleichung 

x?* -j- .... + Oj, = 0, 

der von der Form ist x* + tx-\-v, die Gröfee v auf irgend welche Art 
bekannt geworden ist, so findet man das zugehörige t, wenn man setzt: 


1 +~^- = ß 

a, +-^- = ß t 


a, 


V n 

a 7n - 1 


y 

yi 


+ ®2n— 2 n 

—r^r- = ßj 


o s 


v“- 2 


7 i 


a a _ l + -^- = ß.- 1 ®»-i — = y«-i 
2a. = ß„ 

und dann die gemeinschaftliche Wurzel der folgenden beiden Gleichungen, 
in welchen alle negativen Potenzen von t weggelassen werden müssen, 
auf bekannte Weise bestimmt: 
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ßr - ß, r- 1 + ß 2 - ß, r-*, . . . . + ß„ 

— »{3n/ M — ß,(n— ljr-' + AC»— 2)r-«— ....} 

— ) etc. =o, 

yr- t —y t e t - > +y i r- i —y i r-*....±y n 

— V {y (n — 2) r~ s —y, (» — 3) t*~* + y, (n— • 4) . . . . } 

+ «!(■—») ... .) 

-}e,c =a 

Aus diesem Satze folgt, um solches beiläufig zu erwähnen, eine Auf- 
lösung der Gleichungen des vierten Grades, deren Ableitung von den an- 
dern Auflösungen etwas verschieden ist. Wenn die Gleichung des vier- 
ten Grades heilst: 

# 4 -J-aix*-J- ctiX*+a l x-\-a 4 = 0, 

so werden die Hülfsgröfsen ß und y gefunden durch: 

l+£ = ß l-$-7 

a * + V = ß. Oi— ~ = 7i 

2 a, = ß t 

und die Bedingungsgleichungen zwischen jedem v und dem zugehörigen t sind : 
ßt I —ß l t + ß, — 2ßc = 0 
yt — y, = 0. 

Die letztere lineare Gleichung giebt, wenn man die Werthe von y und y, 
substituirt, 

/ — I» — 

r * ’*—«« 

Es ist folglich die Gleichung entstanden aus dem Producte der beiden 
Factoren : 

Da hieraus folgt vv' = a,, so lassen sich, wenn man diesen Werth 
substituirt, die Factoren auch schreiben: 

(*’ + *+»)(*’ + * + »■) = o, 

Crtlle's Jouraal d. M. Bd. XXU. Uft. 3. 28 
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deren wirkliche Multiplication giebt: 


/o.n— 

/«.„'-oA 1 

\ v—v“ ) 

\ v‘ — V / J 


Man hat also zur Bestimmung von v und r' die beiden Gleichungen: 

vv ' — a 4 

. i . ( a — «*\ 

+ = *• 

Führt man die Multiplication wirklich aus in der letzten Gleichung, 

so läfst sich Alles durch + und vv' ausdrückeu, denn es wird 

r + r + — rn-'-t.+rr “** 

Setzt man also für vv' seinen Werth a 4 und bezeichnet 

v + v' = y, 

so hat man die cubische Gleichung 

y 3 — a^y 1 + ((hai— 4o + )y — (aj — 4 a, 04 -{- oj a*) = °» 
aus deren Auflösung man y findet. Ist dieses gefunden, so wird: 
v = i {r + ZCy 3 — 4a,) 
v' = i {/— vtf — 4a») 

und daun t und t‘: 

‘ = i I“ 1 +*?,'/• -4« jl 

Die cubische Gleichung giebt für y mindestens einen reellen Werth. 
Hat sie nur eine reelle Wurzel, so wird für diese jedesmal y 1 — 4o* eine 
positive Gröfse sein müssen, weil v und v' jedesmal reell gewählt werden 
können. Dieses wird der Fall sein, wenn die ursprüngliche Gleichung 
2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln hat. Man nimmt den reellen Werth 
vou v und hat alles übrige ohne imaginäre Gröfsen bestimmt. Hat die 
cubische Gleichung drei reelle Wurzeln, so ist entweder für alle drei 
jJ — 4 a , eine positive Gröfse, der Fall, wenn alle Wurzeln der ursprüng- 
lichen Gleichung reell sind, wo es Sache der freien Wahl bleibt, welche 
Wurzel man nehmen will. Oder es ist nur eine der drei reellen Wurzeln, 
so grofs, dafs y 3 — 4a, positiv wird, der Fall, wo alle Wurzeln der ur- 
sprünglichen Gleichungen imaginär sind. Eine solche niufs es jedesmal geben, 
weil v und v‘ immer auf eine Weise reell gemacht werden können, und wenn 
man sie wählt, so ist die Rechnung wieder frei vou imaginären Gröfsen. 
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Sobald v und t gefunden sind, so werden die einfachen Factoren 
des (rinomischeu Factors am leichtesten auf folgende Art bestimmt, wobei 
drei Fälle zu unterscheiden siud: 

1) v positiv /<2 /p 

= cos?); x 1 / x r = (x + (cos?) + sin $> / — 1} / ») 

(x + (cos?) — sin?)/ — 1} /»), 

2) »positiv />2/u 

~ t — sin?); ^ + + p = (* + colgJ?>/»)(;r4-tg £?)/»), 

3) v negativ 

“ = lg?)» x* + tx — v = (a?4-colg]tp/»)(x — tg*?)/»). 

Es wird hier bei / v überall abgesehen von dem Zeichen, was v vor sich 
hat, und uur seine absolute Gröfse in Betracht gezogen. 

Bei der Anwendung dieses allgemeinen Satzes macht man den Grad 
der Gleichung immer zu einer geraden Zahl; wenn es nöthig sein sollte, 
durch Uinzufügung eines Factors {x -f-ü) oder durch IVlultiplication der 
Gleichung mit x, wobei etj„ dann = Null wird. 

Aufserdetn kann bei der Benutzung der oben entwickelten Art, die 
v durch lauter gerade Potenzen der Wurzelu zu bestimmen, der Zweifel 
entstehen, ob in den trinoraischen Factoren v positiv oder negativ zu 
nehmen ist. Will man diesem Zweifel ganz ausweichen, so bestimme 
mau nicht die trinomischen Factoren der gegebenen Gleichuug selbst, son- 
dern die trinomischen Factoren der Gleichung, deren Wurzeln die Qua- 
drate der ursprünglichen Wurzeln sind, oder der ersten unter den abge- 
leiteten. Diese Gleichung wird nämlich zu Wurzelu haben 1) die Qua- 
drate der reellen Wurzelu der gegebenen Gleichuug, die als Quadrate 
ihrer Natur nach positiv sind , und stets ein positives v geben müssen ; 
2) die Quadrate der vollstäudigcu imaginären Wurzelu der gegebenen 
Gleichung, die den trinomischen Faetor x 7 + V cos 2 <P x -f- g* geben, 
und also ebenfalls ein positives r; 3) die Quadrate der unvollständigen 
imaginären Wurzelu unter den gegebenen, x + ff f — * — g f — 1, wenn 
solche vorhanden siud, in denen <p = W oder überhaupt von der Form 
(»+1) 5 *» diese werden den trinomischen Factor ar’ — Iff'x-j-ff*, aNo eben- 
falls ein positives r geben; auch kann nie der Fall einirelen, dafs die 
beiden einzelnen Factoren (x — ff 7 )(x — ff 7 ) getrennt würden, uud sich so 

28 * 
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mit anderen za einem negativen r verbänden, da die v stets ihrer Gröfse 
nach geordnet erscheinen, und folglich zwei gleich grofse lineare Factoren 
sich nothwendig zu einem triuomischen Factor vereinigen müssen. Wenn 
mau auf diese Weise die trinomischen Factoren der ersten abgeleiteten 
Gleichung, welche etwa durch 

bezeichnet werden mögen, gefunden hat, wo r 2 nothwendig stets positiv 
sein mufs, so hat inan für die Factoren der gegebenen Gleichung 
v = v 2 , t = 

wo die Vorzeichen zusammengehören, und wobei man auch noch den Fall, 
dafs t positiv oder negativ sein kann, in Betracht ziehen mufs. Bei reellen 
Wurzeln wird sich dieses leicht entscheiden, und bei imaginären kann man 
auch immer direct die Factoren der gegebenen Gleichung selbst bestimmen, 
da v bei diesen immer positiv ist. 

Ueberbaupt ist diese Ungewißheit über das Zeichen von v von kei- 
nem practiscben Nachtheil. Denn der Fall, wo man bei reellen Wurzeln 
es vorziehen mufs, die trinomischen Factoren statt der einzelnen Wurzeln 
selbst zu bestimmen, tritt nur ein, wenn zwei Wurzeln gleich, oder so 
nahe einauder gleich sind, dafs sie erst sehr spät sich von einander tren- 
nen lassen würden. Unter gleichen Wurzeln werden alle die verstanden? 
welche der absoluten Gröfse nach ohne Rücksicht auf das Zeichen ein- 
ander gleich sind oder nahe kommen. Ein solcher Fall ist an sich schon 
sehr selten; wenn er aber eiotritt, so giebt es ein fast immer unfehlbares 
Kennzeichen, das oder die v, die zu reellen Wurzeln gehören, von denen 
zu unterscheiden, die von imaginären gebildet werden. Denn da alle reel- 
len Wurzeln gleich in der ersten abgeleiteten Gleichung nur positive 
Wurzeln geben, .so kann irgend ein negatives Zeichen überhaupt nur dann 
in irgend einer der abgeleiteten Gleichungen Vorkommen, wenn die erste 
Gleichung imaginäre Wurzeln hat; und bei den verschiedenen Stufen, die 
m und mit ihm cos tn Q durchgeht, wird auch fast immer in einer der ab— 
geleiteten Gleichungen in diesem Falle einmal ein Minuszeichen erschei- 
nen. Dieser Zeichenwechsel wird einem oder mehreren Coeflicienten , in 
denen er zuerst sich gezeigt hat, wiederum in den meisten Fällen eigen 
bleiben, und kann besonders bei den höheren Poteuzen der Wurzeln als 
ein sicheres Kennzeichen angesehen werden, dafs der Coefficient, welcher 
zuerst nach einem solchen Minuszeichen eine bestimmte Grenze erreicht. 
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den Modul einer imaginären Wurzel enthält. Man kann daher mit völli- 
ger Sicherheit schließen, dafs wenn vor einem Gliede, wodurch ein v 
bestimmt wird, ein anderes vorhergeht, welches bei den höheren Potenzen 
irgend einmal einen Zeichenwechsel dargeboten hat, das aus diesem Gliede 
erhaltene v nothwendig positiv ist, und wird nur bei den v, denen nie 
ein Zeicbenwecbsel vorangegangen ist, über das Zeichen ungewifs sein 
können, und also auch nur in diesem seltenen Falle zu dem vorgeschlage- 
nen Mittel zu greifen brauchen. 

Endlich wird es in jedem Falle zweckmäßig sein, die beiden linea- 
ren Gleichungen in Bezug auf f, die aus dem Coefficienten a, und et,,., 
hervorgehen, mit zu benutzen, so daß man, vermittelst der zuletzt abge- 
leiteten Gleichungen, immer zwei f weniger als überhaupt erforderlich 
sind, bestimmt. 

Hat man auf diese Weise die erste Näherung für die Werthe von 
t und v, ebenfalls vermittelst der Logarithmen von 5 Decimalen erbalten, 
so ist es eben so leicht wie bei den reellen Wurzeln, die genauercu 
Werthe zu finden. Die Gleichung 

fx =fx ü + d -£* Ax u = O-J + [»<| ^ 

findet auch hier statt. Hat der trinomische Factor imaginäre Wurzeln, 
wo folglich 

x 0 = -~-g v (cos (p u + sin <P 0 — 1), x 0 == — g 0 (cos <p o — sin !p u 1), 

so erhält mau durch Substitution von ( — g a f cos mp,, für jedes x”, und 
( — gö) n sinn(p u für jedes x' n , den Werth von 

fx u = [(— g o y cosntpj + [(— g 0 ) n sinn^J f—l 

und 

fx' u = l(—g,T cosnfpj — [(— g 0 ) n sin »<&] f—U 

Auf gleiche Weise wird 

[n<I = [»(— ^ n )" cos « ^, ] + [»(— ^-sinnfpJvT— i 

und [na?;"] = [n (—g^ n cos n <p () ] — [» (—g 0 T sin n <P 0 ] 

Endlich wird wegen 

lg», = Ig(— ifo) + lg(cQS<P 0 + 8in<p 0 vr— 1) 

= lg(-y n ) + <PnVr~l 
und Igx = lg (—g) + ?>/■—! 

A lgx 0 = A lg#, + A(p 0 f—l 
und eben so Algx^ = Algy 0 — — I. 
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Setzt man also, was immer erlaubt ist, 

[(— . -JO" cos «Pol = P cos Q [»(— ^"cosntp,,] = f cos^ 

l(— 9»? = ? sin Q [»(— 9 0 T sin n(pj = £ sin 

so bat man die zwei Gleichungen 

0 = Pcosö + PsiuO/" — i + {f cos ••// + £> sin v///_ 1} {Alg#,-j- AP,,/ - — 1} 
0 = PcosQ — Psiu Qif —1 + {fcos^ — psinv^/; — 1} {Algy 0 — A $>„/"— 1}, 
ans welchen man durch Verbindung vermittelst Addition und Substraction 
erhält 

0 = Pcos(?-f-£ cos^Alg #,— q siuv/> A<j5 0 
0 = P sinÖ + f sin^A Ig^ + gcos^ A?> 0 
oder nach gehöriger Elimination 

A logi„ = — M, A <p n = - , 

wo der Factor M wie oben den Modulus des briggischen Systems be- 
zeichnet. Aus beiden kann mau, wenn man es vorzieht, ableiten 


*fa 


2 Pffp cos (Q—y+ Te ) 

e 


oder A lg/;, = — fcogf() 31. 

pcos ,p„ 

Die Rechnung kommt sonach im Wesentlichen auf die Substitution 

von den beiden Werthen von x” = ( — _y)"cosn^ und x ” = ( ^)"sin»J) 

hinaus, da die Ermittelung von n(— g)” cosn!P und n(— ^)"sinn^, oder 
die Multiplication jedes Gliedes mit dem Exponenten der I’oteuz von x, 
welche in ihm vorkommt, kaum in Anschlag zu bringet! ist. 

Sind beide Wurzeln reell, so substituirt man jede einzelne in die 
Gleichung, und bestimmt ihre Correction, wie oben gezeigt ward, oder 
wenn man es vorzieht, so kann man die Correction von v und t suchen. 
Die Substitution der Wurzeln giebt, wenn )fv—g, 


[{—3 a y,n = [(-«/„^‘rj = b. 


weil die beiden Werlbe von x sind —g n y„ und — 99 , und daraus fol- 
gen die Differentialqnotienten in Bezug auf den Logarithmen der Wurzeln 

[°( 9»Yof\ = P, [«(— 9, ft')”] = q. 

Man hat folglich 

0 = ^+/> {Alg^.-fAlgy,,} 

0 = B + q {Algy,— Algy„j, 

woraus 
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M ^ ,g ^° * { p 7 1 

5i Älgr ° = ~l\p 7} 

und dann wegen Alg/ 0 = Alg^ 0 + Alg(y 0 + y ) für Wurzeln, die gleiche 
Zeichen haben, folgen wird: 

±Alg„ 0 =-{f + fl 

^AJgf 0 = -i(y+f)-*cos<p{^-^} 

= — {y cosi<P’+ ®sini<P’} 

und für A Ig/ n = A Ig^ 0 + Ä log(y 0 — — ), für Wurzeln, die ungleiche 

' Xo' 

Zeichen haben, 



In diesem letzten Satze ist durch die Ermittelung der trinomischen 
Factoren die Auflösung der Aufgabe vollständig enthalten, und es wird 
nun keine Schwierigkeit haben, in dem allgemeinen Falle, wo imagiuäre 
und reelle Wurzeln zugleich Vorkommen, den Gang der Operationen und 
die Form des Endresultats zu übersehen. Man kann dazu entweder die 
beiden oben gegebenen Formen für reelle Wurzeln und für imagiuäre mit 
einander multipliciren, wodurch man erhalteu wird 

+ {KJ + [UW* 1 *- 1 + {[«-*"] + K/U] + l^J! x 5 ”- 1 

+ {[a m b m c m ] + [a m b m f m ] + [arg 7 ») + [/-£]} 

-f- {[«’" b m c m d m ] -f [a m b m c n f m ] •+• [a m b m g 7m ] + [<T/ YmJ 

+ r^v m J} * 7n ~* • • • • etc - = O- 

Noch einfacher betrachtet man aber jede Gleichung, nachdem man nöthi- 
genfalls ihren Grad durch Multiplication mit x zu einer geraden Zahl ge- 
macht hat, als ein Product der trinomischen Factoren 

(x 7 + Ix + r) (x 7 4- t'x 4- v‘) (x 7 4- t"x 4- v") . . . . = 0. 

Wenn danu durch Erhebung der Wurzeln zur m*'“ Potenz die Form er- 
halten ist: 
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x" + C, x 7 - 1 + C t x 7 "“ 7 + Cy x 7 "- 5 + C 4 X 7 - 4 . . . . + C 1H = 0, 
so findet im Allgemeinen, unter der Annahme, dafs v > v', r'^r", 
v“'>v‘" y .... > r w , und jede reelle Wurzel, welche zu einem v 

gehört, gröfser ist als jede zu einem kleineren v gehörige Wurzel, oder 
die Quadratwurzel aus einem kleineren v, das Verhalten statt, dafs nach 
der Gröfse der v geordnet: 

C 2 = v m 
C« = v m v ,m 
C„ es V m V ,m v" m 


C 1 - - *,//** Jr) 1 * . 

2^2 V V V • •••£• 

Die Coefficieuten C , , C, , C s , überhaupt die von der Form C 3r+ , sind da- 
gegen Functionen der verschiedenen t; wenn irgend ein u (,) zu einem tri— 
nomischen Factor gehört, dessen Wurzeln reell sind, so wird C 2r +t die 
Form haben 


C Jr + t — 




Or 


wo a r die gröfste reelle Wurzel ist, die zu v r gehört; 
dann den Werth a r b r und man findet durch Division 


Clr+t 


= or 


C 2 r + 2 _ 
Cir+l 




das letztere hat 


Wenn dagegen r (r) zu einem trinomischen Factor gehört, dessen Wurzeln 
imaginär sind, so nähert sich C 2r + t nicht continuirlich einer bestimmten 
Grenze, sondern bat stets Werthe, die niemals den Werth von 

2v m V ,m V“ m .... »tr-D* pW*" 

überschreiten können. Der Coelficient C Jf+1 behält folglich immer schwan- 
kende, häufig mit dem Minuszeichen behaftete Werthe, welches letztere, 
wenn es sich in irgend einer der abgeleiteteu Gleichungen zeigt, ein un- 
fehlbares Kennzeichen ist, dafs die gegebene Gleichung imaginäre Wur- 
zeln hat. Hat man durch Division von 

i 



die v r gefunden, sie mögen zu imaginären Wurzeln gehören oder zu reel- 
len, so benutzt man zur Bestimmung der t, wenn nicht mehr als 4 ima- 
ginäre Wurzeln vorhanden sind oder zwei t gesucht werden, die linearen 
Gleichungen, die sich für die t aus den Coeflicienten a, und der ge- 
gebenen Gleichung finden. Werden mehrere t verlangt, so substituirt man 
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die Wertbe der verschiedenen v in die oben entwickelten Gleichnngen 
vom n'"* und (n — l) ,cn Grade, und erhält durch die Aufsuchung ihres ge- 
meinschaftlichen Divisors den Werth des zu jedem v gehörigen t. 

Im Falle endlich, dafs ein zu völlig gleichen Wurzeln gehört» 
so hat der CoefBcient C Jr+ , den Werth 

C ' . — _ O «w § ./m ; r _i)m r r 4w» 

I V v • • • # V' 1 tr ' y 

denselben, welcher bei imaginären Wurzeln die äufserste Grenze bildet. 

Ausnahmen von dieser allgemeinen Regel treten nur ein, wenn die 
obigen Bedingungen nicht alle erfüllt sind, wenn also z. B. gleiche reelle 
Wurzeln oder der Modul eines imaginären Wurzelpaares zwischen zwei 
oder mehreren reellen Wurzeln liegt, die der Gröfse der v nach zu einem 
und demselben v gehören. In diesem Falle ordnen sich die Glieder, die 
zu solchen Ausnahmen gehören, immer so, wie die Reihefolge der Coef- 
ficienten in den einfachen Factoren, welche diese Ausnahme bilden, sich 
darstellt. Wenn also 3 gleiche reelle Wurzeln vorbauden wären, die mit 
der nächststehenden ungleichen reellen Wurzel ein Product zweier trino- 
mischer Factoren bilden werden, so ist wegen 
(x + a) 3 (;r-t-A) = x* -f- (3a + Ä):r 3 .f + + + 

für b<^a die Aufeinanderfolge der C 
C lr = v" v /m .... 

C, r+l = 3v m v ,m .... e !r_1) " a m 

C 2r+ , = 3v m v /m v lr ~'> m a 2m 

C lr+ , = v m v‘ m .... e (r_1>m a im 

C lr +t = v m v ,m .... e {r_,) " a 3 ” 1 b m — v m v‘ n .... t/ r-1;m ®w" 

Und ganz ähnlich werden die übrigen Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen eines Binoms sich in Fällen von mehreren gleichen Wurzeln zeigen. 
Ebenso übersieht man leicht die Reihenfolge, wenn 5><* wäre. 

Wenn eine reelle Wurzel gleich dem Modul einer imaginäreu wäre, 
und also wiederum mit der näcbslangrenzenden reellen Wurzel verbunden, 
ein doppelter irinomischer Factor sich bildete, so geht die Form 
(x 2 + fx +/) {x+g)(x + a) 

= x* -f (a + g) x 3 + (ag + af -j- fg +/) x 2 + (afg -f ag 2 -f g') x + ag 2 , 
im Falle a<ig wäre, weil f m sich dem '2g m möglicherweise nähern, und 
auf keinen Fall für immer dagegen als verschwindend betrachtet werden 
kann, über in: 

CieUe« Journal d. M. Bil.XXU. Hfl. 3. 29 
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x* -f> sar’ -f- *** -f- <j' mx + ö" g im 
und folglich wird die Reihefolge der Coefficienten werden 

2r = V V • • • • 1 ' 

C„ + i =s unbestimmt und schwankend 
Cir+2 = unbestimmt und schwankend 
C lr+ , = v m v‘ m .... 

C 2r+i = v m v ,m .... v' r - , ‘ m 0 r * m a m = c m r ,m .... 
und ganz älmiich in allen andern Fällen. Gleiche Moduln bei mehreren 
Paaren imaginärer Wurzeln werden drei aufeinander folgeude unbestimmte 
Glieder geben, wenn zwei Modulu einander gleich sind, 5 aufeinander 
folgeude unbestimmte Glieder, wenn drei Moduln gleich sind u. s. w. Es 
wird hiernach keine Schwierigkeit haben, sich in allen Fällen den Gang 
erklären zu könuen, uud die Resultate daraus herzuleiten. 

Es mufs hiebei beachtet werden, dafs wenn man immer zu gera- 
den Potenzen erhebt, die Gleichheit der Wurzeln von der absoluten Gröfse 
ohne Rücksicht auf das Zcicbeu zu versteheu ist, und dafs eben deswegen 
das Zeichen der v, welche nicht zu imaginären Wurzeln gehören, zwei- 
deutig ist, wenn man auf die ursprüngliche Gleichung zurückgeht. Die 
Zweideutigkeit hört auf, wenn man die Gleichung auflöst, welche den 
Quadraten der Wurzeln entspricht. In ihr sind alle v positiv. Dasselbe 
gilt von den Zeichen der einfachen reellen Wurzeln, über welche durch 
unmittelbare Substitution oder auf anderm Wege stets zn entscheiden ist. 

Diese Ausnabmeliille vou gleichen Wurzeln und Moduln erfordern 
aber aufserdem noch, bei der Verbesserung der zuerstgefundenen Nähe- 
rungswertbe, eine besondere Berücksichtigung. Denn wenn man nicht aus 
der Natur der Aufgabe, welche durch eine Gleichuug ausgedrückt wird, 
weifs, dafs in aller Strenge gleiche W'urzel vorhandeu sein müssen, so 
giebt dii erste Näherung, wenn sie auf gleiche Wurzeln uud Moduln 
führt, doch nichtü anderes zu erkennen, als dafs diese Gleichung innerhalb 
der Grenzen dieser ersten Näherung stattbndet. Sie kann aber nicht be- 
rechtigten, bei der Verbesserung der gefundenen Werthe diese Gleichheit 
beizubehalten und vorauszusetzen. Es müssen daher die verbesserten 
Werthe durch eine Methode gefunden werden, welche über diesen Punct 
entscheidet, abgesehen davon, dafs die oben angeführten Formeln für die 
Verbesserung der ersten Werthe, die Ungleichheit sämtlicher Wurzeln 
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r-f-a J / V" " T " x-f-6 J ) \* x-J-c -7 / \* 1 x-f -d“ 

i+«iy+fiy , +fi> J + f «r 4 H — • 


und selbst eine merkliche Ungleichheit voraussetzen, welche mindestens 
das Doppelte der etwauigen Verbesserung beträgt, und für die practiscbe 
Brauchbarkeit noch stärker sein mufs. 

Zur Erhaltung einer solchen Verbesserungsmethode setze man wie 

oben 

fx — [x a) (x + A)(x -f c)(a; + ) .... 
und bezeichne aufserdem das Product 

( l +^)('+^)( , +^)( l+ dnP')---- 

durch die Form 
so dafs 

i , _i_ , _L_ j. _i_ - f_l_l 

£|= i-(-a * x-|- 6 ‘ x-j-e ‘ x-f-ct * lx + aj 

L__ J !_ | £ f 1_ 

fj (x4~a)(x+6) ‘ (x+oKx-fe) ' (x+6)(x-j-c) l(x+a)(x-ft>) 

i i i _ r i 

fj (x-f-a)(x-£fc)(x+c) ' (x-(-n) x-f-6)(x-j-d) L(x -f-aj(x-f-4)f x-J-c) J 

oder t m die Summe der Combinationen der m'" Ordnung ohne Wieder- 
holung von den n Elementen -qj£, e,C ‘ ^ eze ‘ c ^ net * Man w ' r< * uuu 

ohne Mühe finden, dafs jedesmal 

-Jf = ••f x 

T.J $£ = <•/'* 

rä d iI-~ = ‘>f* 


,1 


u. s. w. 


1 d m fx 
1.2.3... m d x m 


imfx 


sein wird. Es enthalt nämlich e m fx die Combinationen der (n — m)'” Ord- 
nung von «Elementen (x + a), (x+A), deren es 

n(n — l)(n — 2) (n — m -f-l) 

1.2.3 m 


verschiedene giebt. Jedes einzelne dieser Glieder difTerentiirt, giebt (n — m) 
Werthe, in welchen immer (n — m — 1) solcher Elemente verbunden sind, 

zusammen sind also in 

29* 
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n(n — l)(n — 2) (n — m) 

1.2.3 ..... m 


Glieder, deren jedes (» — m — 1) Factoren enthält, und da in dieser Summe 
nur Combinationeu von der (» — m — l) 1 *" Ordnung enthalten sein können, 
und auch alle symmetrisch darin enthalten sein müssen, solcher Combiua- 
tiouen aber nur 

n(n — 1 )(n — 2) (n — m) 

172.3 (m+1) 

möglich sind, so mufs sich jede Combination (m-f- l)mal wiederholen. 
Oder es ist 



= 1) f m+1 f x, 


woraus der allgemeiue Ausdruck folgt. Wendet man nun auf fx den 
Taylorseben Lehrsatz an und setzt man 






Bezeichnet man also durch e n m die e m , welche den Factoren (x° -j- o), 
(x" + ö) , (x u -j- c) etc. entsprechen, und substituirt, so wird 
fx = fa*{l + e? + 

welche Reihe Glied für Glied der Taylorscheu Reihe entspricht, so dafs 
das Resultat aus den m ersten Gliedern dieser Reihe vollkommen identisch 


ist mit dem Resultat aus den m ersten Gliedern der Taylorseben Reihe. 
Es soll nun fx Null werden für gewisse Werthe von x, also mufs, was 
auch x° für ein Werth sein mag, da nach der Form von fx die Taylor- 
sclie Reihe, wenn sie ganz zu Ende geführt wird, stets den strengen 
Werth giebt, ein Werth von A/ gefunden werden, der der Gleichung 
0 = 

entspricht, und jedes Resultat, was aus dieser Form bei einer gewissen 
Anzahl Glieder gefuuden wird, mufs eben so aus der gleichen Anzahl 
Glieder der Taylorseben Reibe hervorgehen. 

Sei jetzt je' 1 ein Werth, der einer negativen Wurzel sehr nabe 
kommt, etwa x° = — a°, so wird A jt° = a ° — a eine kleine Gröfse der 
ersten Ordnung, deren verschiedene Potenzen nur dann in der Gleichung 
0= 1 +S« Ax° + fJ Ax ü ’ + 5® Ax u \... 
das erste Glied . . . 1 . . . aufhebeu können, wenn sie mit Factoren multipli- 


Digitized by Google 



8. Ende, über allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 229 


cirt werden, deren Nenner ebenfalls kleine Gröfsen der ersten Ordnung 
zu den verschiedenen Potenzen von Ajc“ erhoben enthalten, während die 
Zähler Gröfsen der 0"° Ordnung sind. Ein solcher Factor wird in 


*•+<. + x»+b + 



nur das erste Glied sein, wenn die übrigen Wurzeln so unterschieden von 
a sind, dafs b — o“, c — d‘ nicht als kleine Gröfsen der ersten Ordnung 
betrachtet werden können. In diesem Falle werden auch die folgenden 
f® , f® .... keine Nenner enthalten, welche als Gröfsen der zweiten und 
dritten etc. Ordnung die Kleinheit von Ax 1 ’*, Ax“*.... etc. aufheben, und 
eine merkliche Gröfse hervorbringen könnten, weil die stattfindenden Cora- 
binationen ohne Wiederholung sind. Mau findet folglich ohne merklichen 
Fehler ix” aus 


0 = 1+ £ :Ax° = 1 + ^Ax 0 


oder Ax° = o° — a. 

Vermittelst des ersten Differentials von fx wird man daher bei lauter un- 
gleichen Wurzeln und hinlänglicher Näherung an eine derselben, einen 
genaueren Werth finden, woriu die Anwendbarkeit und Beschränkung der 
Newtonsehen Approximationsmethode ausgesprochen ist. 


Wenn aber aufser a noch eine zweite Wurzel b dem o“ so nabe 
liegt, dafs b — d* ebenfalls eine kleine Gröfse erster Ordnung ist, so wird 
nicht allein 

(0 _ * l_JL_ 

1 a — o° “ b — «•’ 

sondern es kommt nun auch in s® ein Glied vor, welches mit Ax" ver- 
bunden ebenfalls eine Gröfse 0'" Ordnung giebt, und nicht übergangen 
werden darf. Nämlich ohne merklichen Fehler wird 


e« t . 

1 (a — a°) (6 — a 9 )’ 

Die Gleichung 0 = 1 -fsj Ax°-f- Ax u * 

zerlegt sich daun in die Factoren 0 = (l + (* + 

Oder: Weun zwei Wurzeln vorhanden sind, die einander sehr nahe 
sind, so berechnet man -f-C- und ~ — -ri und findet aus der Auf- 

rfx“ 1.2 da* 1 

lösung der quadratische!) Gleichung zwei Wurzeln, welche zu dem Nähe- 
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rungswerthe — a" hinzugefugt, die wahren Werthe geben, die man sucht. 
Die folgenden sj, «S etc. haben hier weiter keinen EiuiluCs. In der Regel 
werden, wenn ä' und b° reell sind, beide Wurzeln dieser quadratischen 
Gleichung reell sein; sind sie gleich, so sind die Hauptwurzeln innerhalb 
der Grenzen der neuen Näherung wiederum als gleich auzunehmen. Sind 
sie aber imaginär, so hatte die Hauptgleicbung zwei imaginäre Wurzeln 
von der Form a + ßf — 1 und a — ßf — 1. Indessen mufs in diesem 

Falle ß eine kleine Gröfse der ersten Ordnung sein, weil in f, die beiden 
Glieder für imaginäre Wurzeln 


sich vereinigen in 


x + o ß V 


2 (-r -f a) 


— 1 x a — ß j — i 


•*• + « + 


ß' 


x-f -0 


und also nur dann eine kleine Gröfse der ersten Ordnung im Nenner 
geben können, wenn ß von derselben Ordnung wie a — a" ist. Auf die 
d f x° <l‘ f r° 

absolute Gröfse von J und - kommt es dabei nicht an. Es kann 

“ x“ d.r" 

der Fall eiutreten, dafs — Null wird, sowohl bei reellen als imagi- 


nären Wurzeln. Es ist aber unmöglich, dafs alle Differentialquotienten, 
welche nöthig sind, zugleich Null werden, weil in diesem Falle die Auf- 
gabe eine unbestimmte würde. 


Hiemit ist der Weg für alle ferneren Fälle angezeigt. Wenn bei 
der ersten Näherung m nahe gleiche Wurzeln gefunden sind, so geht 

d m fx° 

man bis zu 6° m fort oder bis zu — fjs - » ““d löst die Gleichung vom ■»'“ 

Grade auf. Diese Auflösung, die niemals in solchen Ausnahmelallen zu 
vermeiden sein wird, mufs immer zum Ziele führeu, und wird es um so 
leichter, als durch den eingeführten Näherungswerth aP die Ax", wenn sie 
verschieden sind, ein sehr merkliches Yerhältnifs zu einander haben müssen, 
und die Schnelligkeit der Auflösung von diesem Verhältnis der Wurzeln 
zu einander abhängt, wie schon oben bemerkt ward. Auch ist es ein 
Vorzug dieser Auflösungsmethode, dafs man von allen Wurzeln sehr ge- 
näherte Werthe findet, und folglich über die mögliche Anzahl einander 
sehr nahe liegender gar uicht in Zweifel sein kauu. 
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Für die numerische Rechnung ist es bequemer, zu setzeu 


x — 3? + xP 


und die Taylorscbe Reihe zu schreiben: 

fx = fx + J-fcr •-»- + i* ü -^r\rsr) + • • • 
Es werden nämlich die Werthe 
fx = [*»"], 




= [»(»-l)*“"], etc. 

aus dem ersten fx" durch einfache Multiplication jedes Gledes mit n (der 
Potenz von x% die darin vorkommt), mit (» — 1) u. s. w. gefunden. Der 
Ax° 

Werth ipp, den man findet, wird dann fast immer gleich Alog® 0 gesetzt 
werden könneu, mit Rücksicht auf den Modulus des briggiscben Systems. 

Dieses Verfahren gilt allgemein für reelle und imaginäre Wurzeln. , 
Indessen ist es vielleicht nicht überflüssig, in Bezug auf die letzteren eine 
nähere Entwickelung hinzuzufügen. Wenn zwei Paare imaginärer Wur- 
zeln von der Form a + ß\f — 1 und a' + ß'f — 1 einander so nahe liegen, 
dafs die erste Näherung gleiche imaginäre Wurzeln von der Form a!'±ß‘Y — I 
gegeben hat, so braucht hier nur der Fall betrachtet zu werden, wo (3° 
eine merkliche Gröfse hat, weil der andere, wenn 3° sehr klein ist, sich 
aus der Substitution der reellen Wurzel x" = — a° ergeben würde, wie 
oben bei zwei gleichen reellen Wurzeln angeführt ist. ln diesem Falle 
wird t“ den Werth haben, wenn x? — — a° — 0 Ü — 1 substituirt ist: 

• • " 1 . 1 

« — «•+(/ S — "r* o- — a' + tf — /?’>)»'— t» 

denn die Verbindung von — a° — 0°/" — 1 mit a— 0/" — 1 und a' — ß'^—1 
wird in dem Nenner die sehr merklichen Gröfsen — (0 + 0 n )/‘ — 1 und 
— (j3' + <3 l ‘)/‘ — 1 einführen, die sich nicht gegenseitig vernichten. Das- 
selbe wird in s!j stattfinden, welches den Werth erhält: 

1 

V-i) (a< _ a» + (ff ' - P) y-l) V 

Die spätem Werthe von e?, fj haben keinen Einflufs. Man wird also aus 
der Gleichung 

0 — fj? 4- x"*f— Ax * | *"* *L£f. 

- u — l x dx* * X* + 1.2 ' du »* ' JT # / ’ 

wenn für x" der Werth — a° — 0"/* — 1 gesetzt ist, die beiden Wurzeln 
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für Ax“ erhaUeu 

{Aa?° + a — a° + (ß — ß“) /*— 1 } {A *° + af — a° + (ß'— ß°) ^-1} 
und auf dieselbe Weise, wenn — a°+ß 0 /' — 1 substiluirt ist, die Wnraeln 
{A^ + a-a 0 — (ß — ß'V— 1} {Aa/’ + a'— a°— (ß'— ß u )^— 1} 
und die Verbindung beider Gleichungen vom zweiten Grade in Bezug anf 
Air 1 ’, die aus beiden Substitutionen hervorgehen, wird eine Gleichung vom 
vierten Grade geben, deren vier Wurzeln sein werden 

{A aP + a — a° ± (ß — ß ,J ) } {Ax° + a'— a” ± (ß'— ß u ) /*— 1 }. 

Sind deshalb die Wurzeln wirklich ungleich, so mufs man durch unmittel- 
bare Substitution entscheiden, welches W'urzel-Paar zu af’ + ß 0 /*— 1, und 
welches zu a" — ß 0 /" — 1 gehört. Ebenso wird man bei drei nahe gleichen 
Paaren imaginärer Wurzeln auf eine Gleichung vom 6"‘ Grade geführt, 
bei vieren auf eine vom achten u. s. w. 

Die Form dieser Gleichungen wird sich am leichtesten übersehen 
lassen, wenn mau setzt 

= r 1 ’ cos <p‘ ß° = r® sin <P° 

und damit 

[( — r")” cosntp'*] := PcosQ [( — r 0 )" sinntp 1 ’] = Psin Q 

[n( — r")" cosn(P"] = g cos \p [(»( — r 0 )" sinntp’J = f sin^ 

[n(n — IX— r n )"cos«<p n ] = f'cosd/ [n(n— IX — r°) n sinmß'*] = f'sin^' 

[n(n — l)(n — 2)(— r 0 )* cosn<P"] = f"cos'//' 

[n(n — l)(n — 2)( — r n ) n sinnp’J = sin 4" etc. 

Es wird dann die Gleichung aus der Substitution von x” = — a° — ß"/“ — 1 : 

0 = PcosÖ + gcos^^ + l^cos^'f—)’-}-^''^^'^^—)* .... 

+ {Pain<?+ ? sin*^+i ? '«n*'(^y+**" «n^‘(^)*...}/--t 
oder, wenn man die /* — 1 wegschafft, 

0 = |p cos Q-\-% cos + i ?' cos 4>’ {~~pj * + i f " cos 4'" (^r) 

4- {P sin Q + q sin ^ + i sin (-?)* + sin (^)* 

welche letztere Gleichung ebenfalls für die Substitution von x p =—a! , -{-ß 0 /' -1 
gilt, so dafs man immer nur auf eine Gleichung von demselben Grade mit 
der Anzahl der imaginären Wurzeln geführt wird. 

In den einfacheren Fällen, wo zwei Paare oder drei Paare imagi- 
närer Wurzeln gleich sind, kommt mau indessen noch einfacher zum Ziel, 
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und ohne alle Zweideutigkeit, wenn man bei der ersten ans der Substitu- 
tion von x° = — a° — ß u /" — t allein bervorgehenden Gleichung stehen 
bleibt, und diese Gleichung auflöst. Man bekommt dann unmittelbar die 
Werthe von a — a° + (3 — ß 0 )/’ — 1 undvona' — a°-f(ß' — ß n )/“ — 1. Diese 
Gleichungen unterscheiden sich freilich von den gewöhnlichen dadurch, dafs 
ihre Coefficienten imaginäre Gröfsen sind, aber für die Fälle, für welche 
man Gleichungen direct auflösen kann, also bis zum 4''" Grade, oder bis 
zu vier Paaren nahe gleicher imaginärer Wurzeln, wird man diese Auf- 
lösung fast mit derselben Leichtigkeit wie bei reellen Coefficienten machen. 
Es mögen hier noch die einfachen Formeln für die Auflösung einer solchen 
quadratischen Gleichungen mit imaginären Coefficienten folgen. 

Die imaginären Coefficienten lassen sich leicht dividiren und multi- 
pliciren, wenn sie auf die Form Acosfi-f- Ksinfi/ - — 1 gebracht sind, weil 


l coafi + *sin ^ /— 1 
1‘ cos fi' + A'siu fi‘ / — 1 


{cos (#4 — (*0 ± sin (fi— fl') /•—!}. 


Man briugt also die gegebene Gleichung 

0 = P(cos(>-f sinQ^— IJ-f-gtcos^ + sh^/" — 


+ ig' (COS 4 / + sin V Y— 1) (—?)* 

zuerst auf die Form 

(£?)*+ f? (cos^-^O + sio^-^O/-!) — 

+ |?(cos«?-^) + sin(0-^ / )^-l) = 0, 

woraus 

Aj° (>(cos(i//— y>') + Bin (rp—xf)') V—l) 

x* 5=3 q‘ 

+ J q* (cos2(y>— sm2(q/— 1) — 2Pp'(cos((>— yiQ-f-sinfC)— y>Q ✓— 1) 

-» Q ‘ * 

Setzt man jetzt, was immer erlaubt ist, 

$’cos2y = g J cos2(4' — 40 — 2Pg'cos(0 — 40 
S 1 sin2y = g 5 sin2(4^ — 4/') — 2 Pg' sin((? — 40> 

so wird 

Ai» p(coe(ip — \f>') -f- sin (rp — — 1) J(co8/4-8iny^— ^ t) 

*• _ Q ~ f 

Nun ist 

Ai® a — a»-H/9 — /?»)/— 1 

a® + 

Crtlle'. Joamtl d. M. Bd. XXII. Hit 3. 30 
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Setzt man also 

a — aP = l co sh ß — ß° = l n\nL 

a° = r“cos(P ß° = r°sio<P 1 ’, 

so wird 

folglich wird man erhalten 

±cos(L— p') = — cos(^ — v/,')±|-cos7 

sin(L — <P°) = Bin(P-P‘)±j *>ny. 

Wenn man den wahren Werth von x durch 

— r cos(J> — rsin?> f — 1 

ansdrückt, so wird 

r° cos^-f* IcosL = rcosfj) 
r° sin <P° + l sin L = r sin <p 
oder r°-ffcos(/y — <p°) = rcos(^) — ( p ' ) 

/sin(I/ — <P " ) = rsin(?> — P ’ ), 

so dafs 

~ cos(<p — <p°) *= 1 — CO s(P — P') ± cos 7 

£sin(<p— P 1 ) = — ^ sin(^— v//)±^ siny, 

wobei die doppelten Vorzeichen so za nehmen sind, dafs die obern zu- 
sammengehören und auch die untern. 

Die sämtlichen Formeln für zwei Paare gleicher imaginärer Wur- 
zeln sind also folgende: 

Man bestimmt ans den Substitutionen von ( — r°)"cosn^) för 3?" und 
(_ r 0 )” einn<?) für x°" die Wertbe P, Q, g, p, p', p\ Dann setzt man 
^cos 27 = ^coa2(p— p‘) — 2Pf'cos((? — p') 

S 1 sin2y = ^sin2(^ — p 0 — 2P^b\ü{Q — p') 
und hat sofort: 

^cos(<P — tp°) =s 1 — -^rCoa(p~p') ±y cosy 

« !n (<P — <P“) = — f sin (P—P r ) ± £ siny. 

Für den ersten Werth kann man bei der Kleinheit von P — P’ meisteD- 
theils ~ setzen, für den zweiten, weil ~ nahe eins, den Werth P — <p°. 
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Mao wird dann in den meisten Fällen schreiben können: 

^ A lgr° = — ^ cos(^ — ^') ± ^ cosy 

A<P° = — £ sin ( 4 > — ^/') ± — ein 7 . . 

In diesen Ausdrücken sind sowohl die für gleiche Wurzeln enthalten, für 
welche 0='P = 'P / = 0, als auch lälst sich aus ihnen die oben gegebene 
Bestimmung der verbesserten Werthe bei ungleichen Wurzeln herleitcu. 
Es ist wegen des doppelten Vorzeichens + gleichgültig, welchen Werth 
von 7 man aus 2 y wählt, da es freisteht, sowohl 7 als 180 -f-y zu neh- 
men. Für drei Paare gleicher imaginärer Wurzeln wird die Cardauiscbe 
Formel sich ebenfalls ganz bequem gebrauchen lassen. 

In dem hier Gegebenen ist die Auflösung der Aufgabe vollständig 
enthalten. Es kaun kein Fall Vorkommen, der sich nicht in aller Strenge 
durch die angegebenen Ausdrücke lösen liefse. Ungleiche Wurzeln, reell 
oder imaginär, trennen sich von selbst, und bei gleichen oder nahe gleichen 
Wurzeln sind leichte und strenge Mittel gegeben, von einem gemeinschaft- 
lichen Näherungswerte aus, entweder der völligen Gleichheit der Wur- 
zeln sich zu versichern, oder die einzelnen Wurzeln selbst zu berechnen. 
Bei einem practischen Gegenstände wird es jetzt noch ein Interesse ha- 
ben, an einigen Beispielen den Gang der Rechnung kennen zu lernen. 


Als erstes Beispiel möge die Gleichung siebenten Grades dienen, 
wodurch nach Gaufs die Puncte auf einer gegebenen Abscissenliuie be- 
stimmt werden, welche für die mechanische Quadratur das möglichst vor- 
teilhafte Resultat geben, wenn mau überhaupt nicht mehr als sieben Ordi- 
nalen anwenden will. Diese Gleichung heifst 


175 173 ^ 63 7 J_ = Q 

* r 1 aou* juao — u ‘ 


Sucht man hier zuerst die Logarithmen der Coefücienten auf, welchen die 
Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden, so wird die Gleichung: 
x 7 — 0,5440680x*4- 0, 6853971**— 0,5270347x 4 4-0,0877020x>— 9, 3429745x* 
-f- 8, 2 126407*— 6,4644527 = Q. 

Es ist für die Rechnung angenehmer, keine Logarithmen von Brüchen zu 
haben, weil man bei der Erhebung zu sehr hohen Poteuzen immer dann 
beachten mufs, ob — 10 oder — 20, oder ein anderes Vielfaches von 10 
von der Characteristik abgezogen werden mufs. Man lege deshalb za 

30 * 
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\ 

dem Logarithmen aller Coeflicienten ein Vielfaches einer soleheu Zahl hinzu, 
welche die Brüche wegschafft, und zwar zu dem Coeflicienten von af - '' 
das rfache dieser Zahl, so wird mau alle Wurzeln mit einem bestimmten 
Factor multiplicirt erhalten. Kann man dabei bewirken, dafs <x„ = 1 wird 1 
so wird die Rechnung etwas bequemer. Hier wird der Zweck erreicht, 

wenn man die Vielfachen von 6 »* 6 ** 527 — 0,5050782 hinzulegt. Die 
Gleichung wird danu 

x 7 — 1,0491462x # +l,6955535x s — 2,0422693x 4 +2,1080148x J — t,8683655x 7 
+l,2431099x- 0,0000001 = 0. 

Bei dem Anfänge der Rechnung zeigt sich hier sogleich, dafs man 
mehr als fünf Decimalen bei den ersteu Erhebungen zu höhern Potenzen 
anwendeu mufs. Denn es wird z. B. 

IgftJ — +3,3911! 
lg — 2a,a, = — 3,39245 
lg + 2 a 4 = +2,40904. 

Wenn aber die Differenz zweier Logarithmen so klein wie hier ist, nnr 
0,00134, so bewirkt nach den Gaufsischen Tafeln die Unsicherheit einer 
einzigen Einheit in der letzten, fünften Stelle schon einen Fehler von 
330 Einheiten in dem Logarithmen der Differenz, so dafs sich das Resul- 
tat gar nicht verbürgen läfst. Man wird also die beiden ersten Erhebun- 
gen hier mit 7 Decimalstellen ausführen müssen, so wie es überhaupt vor- 
tbeilhail ist, die ersten Erhebungen möglichst genau zu machen. Die Feh- 
ler in denselben pflanzeu sich zu beiden Seiten in vergrößertem Maaß- 
stabe fort, besonders bei Gleichungen, wie diese, mit lauter reellen Wur- 
zeln, in deueu immer Subtractionen Vorkommen. Man findet so: 

Potenz der Wurzeln = 2‘ 

x 7 +1,4180048x®+ 2,3959870x‘+ 3,0189949x 4 + 3,2738401x’+ 3,0739348x J 
+ 2,2004297x + 0,0000002 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2* 

* 7 +2^735725x*+4,041089Ox 5 +5,33862O2x 4 +6,O534451x J +5,9O93643x 1 
+ 4,3578860x + 0,0000004 = 0. 

Von hier an kann man mit fünf Decimalen rechnen, weil sich doch, 
des eben bemerkten Umstandes wegen, auch bei sieben Decimalen die letz- 
ten Stellen nicht verbürgen lassen werden. Die kleiueu nöthigeo Uülfs- 
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mittel, bei den grofsen Characteristiken eine Anzahl Einheiten erst weg- 
zunehmen, und nach gemachter Addition and Subtraction wieder zuzu- 
legen, wird jeder Rechner sich selbst machen. Schon von jetzt an sind 
die Prodncte der entfernter stehenden Coefiicienten wenig merklich. 

Potenz der Wurzeln = 2 J 

<r 7 4 *,12268x 6 4 7,61495x s 4 10,36176x 4 4 ll,96640x 7 4 ll,78333x 7 

+ 8,71441x4 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 4 

x 7 + 7,97094x^4 15,03723x 5 4 20,65592x‘4 23,91840x’4 23,56553x* 

4 17,42882x4 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 S 

x 7 4 15,81746x^4 30,04231x^4 41,3080Qx 4 4 47,83G79x 3 4 47,t3l06x I 

4 34,85764x4 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 6 

x 1 43f,6l2t4x 6 4 60,08366x s 4 82,61598x 4 4 95,G7358x 5 4 94,202 12x* 

4 69,71528x4 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 7 

x’463,22365x 6 4 120,1 6732x*4 165,231 96x 4 4 1 9 1,347 l6x*4 1 88,52424x* 

4139,43056x4 0,00000 = 0. 

Hier wird die Rechnung geschlossen. Bei allen andern Coefficien- 
ten sind schon die neuen Werthe die reinen Quadrate der früheren, and 
anch bei a, wird aj — 2a a nicht mehr von a\ sich unterscheiden. Es sind 
folglich alle Wurzeln reell, and wenn man die Logarithmen nach einander 


subtrahirt, so bat man 


lg«" 8 = 

63,22365 

lg« = 0,493935 

lg b m = 

56,94367 

lg ft = 0,444872 

Igc' 78 = 

45,06464 

Igc = 0,352067 

Igd'* = 

26,11520 

lg d = 0,204025 

lg«” 8 = 

125,17708 — 128/1 

lg e = 9,977946 

lg f m = 

78,90632— -128,0 

lg f = 9,616456 

1 = 

1 1 6,56944 — 256,0 

\gg = 8,910699 


Zieht mau von diesen W'urzeln den oben hinzugefügteu Logarithmen 
0,5050782 ab, so hat man die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichimg 
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lg a = 9,98886 
Igö = 9,93978 
lgc = 9,84699 
Igrf = 9,69895 
lg« = 9,47287 
lg f = 9,11138 
\gg = 8,40562 


Werden die negativen Werthe dieser Wurzeln, um ihre Zeichen kennen 
za lernen und sie zn verbessern, in die Gleichung substituirt, so zeigt 
sich, dals sie keinen Fehler geben, der auch noch bei einer Rechnung 
mit sieben Decimalen bemerkt werden könnte. So z. B. findet man für 


lg* = 9,9397900 

• x‘ = +0,3789047 
a,* 6 = —1,5233790 
ttjx 4 = +2,4229648 
ayx* «= —1,9328347 
a,x 3 = +0,8073689 
atx' = —0,1669377 
Oe* = +0,0142047 
a.1 = —0,0002914 

fx n = +0,0000003 


7X 1 = + 2,6523329 
6 a,* 8 = — 9,1402740 
5a,* s = +12,1148240 
4a 3 x* = — 7,7313388 
3a,x* = + 2,4221067 
2a s * 3 = — 0,3338754 
a»x = + 0,0142047 

== — 0,0020199 


Es würde folglich 

1 ai« o -0,0000003 

M ü lgX “ — 0,0020199 ’ 


wenn überhaupt der Werth von faP verbürgt werden könnte, was hier 
keinesweges der Fall ist, da 3 die achte bedeutende Ziffer ist in den Zah- 
len, aus denen faf gebildet wird, während schon die siebente ungewifs 
sein mufs. Will man also hier die Logarithmen der W'urzeln verbessern, 
so mufs man bei der Substitution Logarithmen von 10 Decimalen anwen* 
den oder unmittelbar substituiren , eine Mühe, die hier unnötbig scheint, da 
Gaufs die Wurzeln bis auf 16 Decimalen gegeben hat, so dafs man den 
strengen Werth mit dem gefundenen genäherten vergleichen kann. Die 
Logarithmen der wahren Wurzeln und die Unterschiede von der eben ge- 
fundenen ersten Näherung sind: 
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lg<* = 9,98881 

Unterschied 0,00005 

b — 9,93990 

n 

0,00011 

c = 9,84691 


0,00008 

d = 9,69897 


0,00002 

e — 9,47287 

V 

0,00000 

f — 9,11138 

r> 

0,00000 

9 = 8,40562 


0,00000 • 

Die Wurzeln (nach meiner Benennung) 

siud alle negativ. Obgleich 


diese Unterschiede für die erste Näherung sämtlich höchst unbedeutend 
sind , der gröfste = roW des Ganzen , so sieht inan doch , dafs sie im 
Grunde blofs von dem bemerkten Umstande bei a, in der ersten Poten- 
zirung herröhren. Ich habe dieses Beispiel als das ungünstigste unter den 
mir bekannten bei der ersten Näherung gewählt, wie überhaupt die Lage 
von sieben reellen Wurzelu, sämtlich zwischen 9 und I, bei jeder Methode, 
wegen der Nothwendigkeit , mit gröfserer Genauigkeit, als man sonst bei 
den ersten Versuchen zu thun pflegt, zu substituiren, die Lösung erschwert 
haben würde. Die Vergröfserung der Wurzeln allein würde bei keiner 
Methode wesentlich znr Erleichterung beigetragen haben. Hätte man übri- 
gens, wozu aber kein Grund vorhanden war, dem oben gefundenen Wertbe 
von faf trauen wollen, so würde man erhalten haben 
Algbrigg.® 0 = + 0,000065, 

wodurch man der Wahrheit näher gekommen wäre. Ein Zeichen, dafs 
die Uebereinstimmung der ersten Näherung nicht blofs zufällig war. 

Als zweites Beispiel kann die höchste Gleichung dienen, welche 
Fourier in seinem vortrefflichen Werke pag. 111 unter den Beispielen 
auflfübrt: 

x ' — 2x > — 3a; 1 4-4®’ — 5 #4“ 6 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2' 

af ’4-4a7 6 — 2a; s — 2a;«4-29x 1 — 14a; 1 — 23a?4-36 = 0. 

Potenz der Wurzeln =* 2 1 

a; 7 4-20a^4-78a; 5 4-54a; 4 4-589a; 1 4-i386a; 1 4-1537a;4-1296 = 0; 
oder, um von jetzt au Logarithmen zu gebrauchen : 

4~ 1,30103a; 8 4" 1,89209^ 4- l,73239x 4 4- 2,77012a;’ 4- 3,14176^ 

4- 3,18667a; 4-3,11261 = 0. 
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Potenz der Wurzeln = 2* 

x 1 + 2,38739*" -f 3,70774*° — 4,56350*° + 5,5856s* 1 + 5,39859*" 

— 6,08996* +6,22522 = 0. 

Die Minuszeichen in der zweiten Gleichung zeigten schon an, dafs 
imaginäre Wurzeln vorhanden seieu. In der letzten Gleichung kann man aus 
dem Orte der Minuszeichen mit Sicherheit schtiefsen, dafs der Coefficient von 
x l einen Modul, und das bekannte Glied einen zweiten Modul geben wirtL- 
Potenz der Wurzeln = 2 4 

*"+ 4,69313*°+ 7,64995*°— 9, 39198*«+ 11,18557* 3 + 11,94810*’ 

+ 11,82750*+ 12,45044 = 0- 
Potenz der Wurzeln = 2° 

*+ 9,37002*°+ 15,34998*° — 18,87658*°+ 22,44623*°+ 23,75387*" 

— 24,65849*+ 24,90088 = 0. 
Potenz der Wurzeln — 2* 

*+18,73971*®+ 30,70300*° — 37,83535*°+ 44,89718*°+ 47,76037*" 

+ 49,06887*+ 49,80176 = 0. 
Potenz der Wurzeln = 2° 

*"+37,47942*®+ 61,40601*°— 75,51594*°+ 89,79441*°+ 95,49582*’ 

+ 97,80854* + 99,60352 = 0. 
Potenz der Wurzeln = 2* 

*"+74,95884*®+ 122,81202*— 15 1,321 53*’+ 179,58882*°+ 190,991 29*" 

+ 195,21 132* +199,20704 = 0. 

Hier schliefst die Rechnung, da alle Coefficienten , mit Ausnahme 
zweier, zu imaginären Wurzeln gehöriger, welche- durch die Minuszeichen 
angedeutet waren, reine Quadrate sind und im Fortgange der Rechnung 
keine Veränderung würden erleiden können. Zieht man jeden vorher- 
gehenden Coefficienten von dem folgenden ab, so geben die Verbindungen 
der Coefficienten von 


x 1 und *° 

Igo 3 “ e= 74,95884 

Iga 

= 0,292808 

*® und *° 

lg 5’°° = 47,85318 

Igb 

= 0,186927 

*° und *° 

unbestimmt 



*° und *° 

lg/" = 56,77680 

kf 

= 0,221785 

*° und *" 
*" und * 

Igc" 56 = 11,40247 

unbestimmt 

lg/°" = 8,21575 


= 0,044541 

*’ und *° 


= 0,032093. 
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Da hier nur zwei Paare imaginärer Wurzeln sind, so kann man die 
beiden in Bezug auf /'linearen Gleichungen, die sieb aus a, und a« erge- 
ben, anweuden. Hiezu ist es aber erforderlich, erst des Zeichens von a, 
b, c sich zu versichern. Eine beiläufige Substitution zeigt, dafs a positiv 
ist, b negativ und c negativ. Denn es geben z. B. bei c, wenn man 
\gx = — 0,044541 (oder negativ) substitnirt, die ungeraden Potenzen x 7 , 
x?, x\ x den Werth der aus ihnen erhaltenen Summe 

= + 10,9106 

und die geraden Potenzen x 4 , x 7 und x° den Werth der ans ihnen er- 
haltenen Summe = + 10,9106. 


Es mufs folglich ein positiver Werth von x substitnirt werden, oder 
c negativ genommen. Die beiden linearen Gleichungen sind 
o -j- b 4 c -}- / 4 f = Ä, » 0 
g l g n (ab + ac + bc) + abcg > f+ abcg n f =s tt* = —5, 
welche in Zahlen ausgedrückt werden 

f+f = -f-0,68341 
3,60055/+ 5,57264/' = 4- 1,25927, 
woraus man erhält 

f= 4 1,29258 f‘ — — 0,60917. 

Die erste Näherung giebt daher die Gleichung als das Product derFactoren 
(x 4- l,96249)(x — l,53790)(x — l,10800)(x 7 4- l,29258x 1,66642) X 

(x 2 — 0,60917 x 4 1,07669). 

W T iIl man diese Wert he verbessern, z. B. den ersten der beiden trinomi- 
schen Factoren, so findet sich für ihn 

lg ro = 0,11089 (ff = 59« 57' 25|'3. 

Der leichteren Rechnung wegen nehme man aber (ff 3 in runden Zehnern 
von Secunden, etwa 

<P° = 59° 57' 20". 


Man erhält damit 
— i^’cos 7<ff = —3,0148035 

— fit, r 0 * cos 5 (ff = 4* 3,5605688 

— a,r"*cos 3<ff — —6,4534218 
4- a s r"‘ cos 2 <p" = —3,3238460 

— cos = 4- 3,2310655 
bek. Glied .... = -f 6»0 

[(— ^/cosMip 0 ] = 4- 0,0000630 

CrcUo'a Juurul d. II. Bd. XXII. Oft. J. 


— 7ro’coa7<ff = —21,1036245 

— 5 a, r“* cos 5 (ff = -j- 17,8028440 

— 3a«r°' cos3<P“ = —19,3602654 
4- 20 ,»** cos 2 (ff = — 6,6476920 

— a^r 0 cos (ff = 4- 3,2315655 
[n(— r°/coan(ff] = — 20,0771724 

31 
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ferner 

r" 1 sin7p° = —5,1569226 — 7t* sin7(^ = —36,0984582 

— ttl r n ‘ sin5(p° = —6,2226992 — 5^^' sin5(p u = —31,1134960 

— a,r fl, sin3<P > = +0,0150177 — 30,»** sm3$>'’ — + 0,0450531 

+ a ä r"’sin2(p n = + 5,7777520 + 2 a, r*’’ sin 2 tp’ = +11,5555040 

— alr° sin <p» = +5,5872230 — 0 ^ sin = + 5,5872230 

[(_ro)» sinnig"] = +0,0003709 [n(— r 0 )" sin ntjf] == —50,0241741. 

Hieraus folgt dann weiter: 

lgP = 6,575433 lg? = 1,751380 

Q s 80° 21'35"7 + = 242°28 / 2','5 

und damit 

& logr° = + 0, 0000027. ss A(p° = +0"42 

so dafs log«? = 0,1108927.56 <P = 59° 57 / 20','42. 

Auf ähnliche Art wird g‘ und <P' genauer gefunden und für die 
reellen Wurzeln hat man z. B. für a 

lgo° = 0,292808 

= —112,112997 — 7o"’ = —784,790979 

— a 2 o' ) ‘ = + 58,219704 —5 a.O' 1 — +291,098520 

— 0 , 0 "* = + 22,674894 — 30*0°’ = + 68,024682 

— aj« 0 ’ = + 15,405508 + 2 a s ö"’ = + 30,811016 

— = + 9,812460 — a^tf — + 9,812460 

bek. Glied = + 6,0 [n(— °)a"] = —385,044301 

[(— flO)»] — _ 0,000431, 

woraus A lg a r> — —0,0000005 Igo ~ 0,2928075.. 

Die Verbesserung jedes einzelnen Werlhes, isolirt für sich, giebt zuletzt 
die Faetoren der Gleichung: 

{*’— 0,6092132 a? + 1,0766801} {*’ + 1,2926302a? + 1,6664238} X 
{x+ 1,9624901} {x — 1,5378905} {ar — 1,1080166} , 
welche, da jeder für sich gefundeu ist, die Prüfung der Rechnung gewäh- 
ren, dafs sein inufs: 

0 + 6 + ® + /"+^' — et, =0. 

Die Werthe der ersten Näherung sind in diesem Beispiel so nahe 
der Wahrheit, wie man es für fünfstellige Logarithmen kaum erwar- 
ten durfte. 
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Als drittes Beispiel einer Gleichung mit mehr als vier imaginären 
Wurzeln kann die Gleichung dienen 

a: 7 4- 3a: 4 4- 6 = 0 

Potenz der Wurzeln = 2‘ 

a: 7 + 9a: 4 + 36a: 7 + 36 = 0. 

Potenz der Wurzeln — 2 7 
ar 7 + 81 x 4 — 648 x 3 + 1944a: 7 — 2592a: -f 1296 = 0. 

Potenz der Wurzeln — 2* 

a: 7 — 1296a: 5 +ll745a? 4 +104976a^+629856a: 7 +1679616a:+1679616 = 0. 
Von hier an Logarithmen: 

Potenz der Wurzeln = 2 4 

a: 7 + 3,4l364x“+ 6, 27636a:* 4- 8,60926a: 4 — 9,91005a: 5 

+ 10,92186 a: 7 4* 11,84836a: 4. 12,45042 = 0. 

Potenz der Wurzeln — 2* 

a: 7 -f 6, 46828a: 6 + 12, 16012a: 5 4- 17,29346a: 4 -f- 17,89851a- 5 

4- 22,31 679 a^4~ 22,41671 x -f 24,90084 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2® 

x 1 4- 12,75961 3? 4- 23,97079 a^ 4" 34,58689a: 4 — 39,91125a^ 

4- 44,63668a: 7 — 47,51776a: 4- 49,80168 = 0. 

Potenz der Wurzeln — 2 7 

x’ 4* 25,49393 a:° 4- 47,63345 a^ 4- 69,17378a: 4 4- 79,51832 a^ 

4- 89,26074a: 7 4- 94,72953 a: 4- 99,60336 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2® 

x 1 4- 50,98747 af 4- 94,96298 a: s 4- 138,34756a: 4 4- 158,73567 a: 5 

4- 178,52144a: 7 4- 189,15081a: 4-199,20672 = 0. 

Hier wird die Rechnung geschlossen, weil die Coefficieuten von a: 6 , x\ 
x 1 und das bekannte Glied reine Quadrate bleiben. Die uegativen Coef- 
ficieuten von x } und x in der 6'““ abgeleiteten Gleichung, zeigen, dafs die 
Coefficienten , die auf sie folgen, zwei Moduln bestimmen werden. Auch 
der Coefficient von x i ist in der dritten abgeleiteten Gleichung negativ. 
Es ist deshalb sehr wahrscheinlich, dafs auch der Coefficient von x 4 einen 
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Modul bestimmt. Die erste Wurzel ist reell, 
sion erhält man 

Aus der successiven 

lga M0 = 50,98747 

Iga 

=s 0,199170 

lg/” = 87,36009 

lg/ 

= 0,341250 

lg g ,in = 40,17388 

lg/ 7 

= 0,156929 

lg/' 511 = 20,68528 

lg/” 

1 = 0,080802. 


Um die za den verschiedenen g gehörigen f zu finden , wird die 
Gleichung zu einer vom achten Grade gemacht. Es ist dann 

a, = 0, o, = 0, ctj = 3, a, = 0, 06$ — 0, cte t= 0, 06, = 6, a 8 = 0, 

womit die ß und y werden 

0 = 1, ßx = 6r^, ß, = 0, ß 3 = 3, ß. = 0, 

y = 1, y, = — 6r-«, y 2 = 0, y, = 3. 

Die beiden Gleichungen für / werden also 

0 = / 4 — ör" 4 / 1 — 4r 1 / , + (lSr" 4 — 3) / + 2r 4 
0 = < s +6r~ # f I — 2r’/ — (fir" 4 +3). 

Wird hier zuerst Igr 5 — 0,34125 substituirt, und die Coefficienten loga- 
rithmisch mit Vorgesetztem Zeichen geschrieben, so stellt sich die Division 
beider Gleichungen in einander so: 

0 = /*— 9,75440t 3 — 0,9433 1 C + 0,86872 1 + 0,98353 
0 = /’ + 9,75440 /’- 0,64228/ — 0,62802 

lgfl 0,30103 0,30103 0,06969 

— 0,05543 O — 0,64228 t 1 + 0,6977 1 / + 0,98353 
0 = V + 0,58685 / 1 — 0,64288 / — 0,92810 

lg fl' 0,06909 oo 0,30198 

— 0,3 1776t 2 t +0,62612 

0 = r / —0,10836 

lgfl" 0,00000 0,15026 

+ 0,58685 /’— 0,49202/ —0,92810 
0 = r— 9,90517/ —0,34125 
lgfl'" 0,00000 0,38189 

+ 9,90517/ + 9,95936 ? 

0 = / +0,05419. 

Die Uebereinstimmung dieses letzten Werthes von / mit einer Wur- 
zel der Gleichung 0 = / J — 0,10836 zeigt, dafs die Annahme eines posr- 
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tiven r* richtig ist Bei der Einfachheit der Coefficienten io den beiden 
Gleichungen, welche durch a l — a^ = a i =.a i = a^ = a v = 0 herbeigeführt 
ist, kann man auch die Gleichungen unmittelbar iu einander dividiren, wo- 
durch man erhält : , , 

0 = l-\- 3r " 

r ^r*‘ + 18r«— 36* 

Substituirt man hier Ig.p' 1 = 0,1 5693 und lg^" 3 = 0,08080, so erhält man 
die logarithmiscbeu Werthe : 

0 = /* + 0,28435 0 = f"— 0,16895. 

Es sind folglich die Factoren aus der ersten Näherung: 

0 = (* + 1,58186) (* 5 ~ 1,13289a; + 2,19405) 

(* 5 — f, 92464 dx + 1,43527) (** + 1,47553* + 1,20447% 

Die durch eine Rechnung mit 7Decimalen gefundenen verbesserknW erthe 
sind: 

0 = (*+1,5818592) (** — 1,1328854* + 2,1940798) 

(* J — 1,9246556*+ 1,4352554) (* 5 + 1,4756817*+ 1,2044862). 

Als letztes Beispiel endlich einer Trennung gleicher, oder nahe glei- 
cher, reeller oder imaginärer Wurzeln möge die Gleichung dienen: 

0 = x* + 4,002 * 5 + 14,01801 x 7 + 20,03802* + 25,07005. 

Bei jeder ersten Näherung wird mau geneigt sein, die rechte Seile der 
Gleichung ftlr ein vollständiges Quadrat zu halten. Denn es ist 

{** + 2,001 * + 5,007} J = x* + 4,002*’ + 14,018001 * 5 + 20,038014* 

+ 25,070049, 

welcher Werth sich von der rechten Seite der Gleichung nur in der fünf- 
ten Decimalstelle erst unterscheidet Es würde sonach eine sehr weit- 
läufige Rechnung werden , wenn man durch Potenzirung der Wurzeln die 
einzelnen Wurzeln oder Moduln trennen wollte. Angenommen daher, mau 
habe nach 6 oder 7 Operationen die Uebcrzeugung gewonnen, dafs hier 
zwei einander sehr nahe stehende triuomische Factoren stattfinden, so 
•würde man als erste Näherung anuehmeu 

f = <7' J = 5,007 /' = / ,/ = 2,001 

and daraus 

lgr° = 0,3497888 0» = 63°26'26;'4. 

Der leicliteren Rechnung wegen nehme man 

lgr° = 0398000 = 63° 26' 20", 
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so giebl die Substitution bei Logarithmen von 10 Decimalen, die hier nö- 
thig sind: 

+ r-**cos4<p° = — 7,0137170573 4r°*cos4<p ö =— 28,0548682292 

— a 1 r n, cos3<P u = +44,1162372122 —3^1«' cos'SP 1 = +132,3487116366 
+ ^r"’cos2(p 0 = — 42,1228012449 +2a J r° , cos2<P' = — 84,2456024898 

— a,r" cos <p“ =—20,0498010266 — a,»" cos p‘ = — 20,0498010266 

4-25,07005 [n(-fO)" cosiKp 1 ] = — 0,0015601090 

[(-»-r cos»?)”] = — 0,0000321166 

4- r"* sin 40'’ = — 24,0716609670 4 r» 4 sin 4<p" = — 96,2866438680 

— a, r*’ sin 3^ = + 8,0305364993 — 3a» r** sin 3(p = + 24,0916094979 

J- a+ l * sin 2<?P = +56,1476453709 + 2a» r"’ sin 2^ = +112,2952907418 

— a,r» sin = —40,1064968325 — a»r" sin <?’ = — 40,1064968325 

s in np'\ = + 0j0000240707 [n(— r°)" sin np'] = — 0,0062404608 

Wegen der Gleicbbeit der Wurzeln mufs hier noch hinzugefügt werden 

3. 4r" 4 cos 4 <P” = — 84,1646047 

— 2 . 3 a» r°* cos 3 = +264,6974233 

4- 1 . 2 a, r»* cos 2 0» = — 84,2456025 

f«fn — 1)( — r n )"3cos*i<p > ] = + 96,2872161 
3.4^81114^ = —288,8599316 

— 2.3a, t-’* sin 3<P> = + 48,1832190 
+ 1 . 2 a» r"’ sin 2 ft 1 = + 122,2952907 

[n(n — 1)( — r°)"J sinn^’J = — 128,3814219. 

Aus diesen Werthen ergiebt sich 

lg P = 5,603531 Q = 143° 8' 57^0 

| g £ = 7,808380 4 = 255 57 49,7- 

lg f ' = 2,205414 +' = 306 52 13,0, 

woraus weiter folgt 

lg£ = 9,054660 7 = 8°3' 29"35 

uud daun 

~ = 1 — 0,000025276 ± 0,000699739 

<J> — <P‘* = + 6','417 ± 20','434. 

Man hat folglich folgende zusammengehörige Werthe 

lg g = 0,3500928 <P = 63“ 26' 46"85 

lg/ = 0,3494850 <p' =» 63 u 26' 5i'98 
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and wenn man hieraus die Facloren der Gleichung bildet, so erhält man: 
(x+1, 0010021 +2,0030005/’— l)(x + 1,0010021 — 2,0030005/'— 1) 

(x + 0,99999 79 + 2,0000009 f— 1) {x + 0,9999979— 2,0000009 /" — 1). 
Die Factoren, aus denen sie wirklich gebildet ist, sind 

(x + 1,1001 ± 2,003 t) (x + 1,000 + 2,000/" — 1) 
und die kleinen Unterschiede der berechneten Wertlie rühren nur davtvi 
her, wie die obigen Zahlen ausweisen, dafs auch mit Logarithmen von 
10 Decinialen die letzten 3 Decimalstellen in foi' sich uicjit mehr verbür- 
gen lassen. Es sind nämlich die wahren Werlhe 

lg^ = 0,3500926 (P = 63“ 26' 47;'01 

lg / = 0,3494850 £>' = 63" 26' 5', '82 

von welchen die Winkel um OJ'16, die Logarithmen der Moduln um 2 Ein- 
heiten der letzten Decimale bei dem ersteu abweichend, bei dem zweiten 
völlig übereinstimmend gefunden sind. 

Wollte man die früher erwähnte Auflösung der biquadratischen Glei- 
chung hier auwenden, so wird die cubische Gleichung zur Bestimmung 
von y 

y 3 — 1 4,0 1 80 1 y* — 20,08804396 y + 602,68457980 1 4 = 0, 
deren drei reelle Wurzeln sind: 

(y — 10,0l401)(y — 10,014)(y + 6,01) = 0, 
denn es ist, wenn man sie der lleilie nach mit a, b, c bezeichnet, 
a + b+c = — 14,01801 

ab = +100,28029614 

ac = — 60,18420010 

bc — — 60,18414000 

ai + ac + Jc = — 20,088043960 
a bc = +602,6845798014. 

Der einzige Werth von y — +10,01401 macht /"(y* — 4a,) zu 
einer reellen Gröfse nämlich =0,01401. Es wird folglich 
v = ±{+ 10,01401 +0,01401} = +5,01401 

»' = |{+ 10,01401 — 0,01401} = +5,00000 

und wegen 

a,y — 2ctj = +0,00002802 
t = »{4,002 + 0,002} = +2,002 
V = ± {4,002—0,002} = +2,000, 
so dafs die trinomiseben Factoren werden 
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{jc , + 2,002a? + 5,01401}{* , + 2* + 5} a 0, 
wie sie arsprüuglich vorausgesetzt wareu. Der Werth y = + 10^)14 
würde gegeben habeu 

v = 5,007 + 0,001^—1 
v' = 5,007—0,001 yT—t 
t = 2,001+0,003^—1 
t' — 2,001 — 0,003 /■ — 1 
und der Werth y = — 6,01 

v = —3,005+4,005 1 

v' = —3,005— 4,005 /•— 1 
t = +2,001+4,003 1 

/' — +2,001 — 4,003/" — 1. 


Digitized by Google 


9 . lieber die Convergenz der allgemeinen Entwicklungs -Reihen. 


249 


9 . 

Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung 
der Convergenz der allgemeinen Entwicklungs-Reihen 
mit Differenzen und Differentialen. 

(Vom Herausgeber.) 

(Vorgeleten ia der Cloueiuitcung der König). Atari, der Winenich. io Berlin am 18. März 1830.) 


Die Entwicklungs -Reihe mit Differenz- statt Differential- Coefficieuten 
für beliebige Functionen, welche man allgemeine Taylorsche Reihe nennen 
könnte, und von welcher die insbesondere sogenannte Taylorsche Reihe 
mit Differential - Coefllcienten gleichsam nur einen besonderen Fall aus- 
macbt, dient der gesammten sogenannten hohem Analysis, der DiflTerential- 
uud Integralrechnung, zur Grundlage. Sie läfst sich ohne irgend Etwas, 
selbst ohne ihre Form voraus zu setzen, wie letzteres z. B. Lagrange bei 
der besonderen Taylorschen Reihe thut, blofs durch eine identische Ver- 
wandlung der zu entwickelnden Function, also in der vollkommensten 
Strenge und Allgemeinheit aufstellen. Aber, wie bei jeder Reibe, wenn 
sie ins Unendliche fortläuft und man eine gröfsere oder geringere Zahl 
ihrer ersten Glieder für die Reihe selbst zu nehmen sich begnügen mufs, 
kommt es insbesondere noch auf die Schätzung der Summe der wegge- 
lassenen Glieder oder des Restes der Reihe au; denn wenn dieser Rest, 
nachdem unendlich viele ersteu Glieder genommen worden sind, nicht Null 
ist, so convergirt die Reihe nicht und ist nicht brauchbar. 

Die Ausdrücke von Grenzwerthen für den Rest der hesoniern 
Taylorschen Reihe, entweder durch die gröfsten oder kleinsten Wertbe, 
oder durch einen mittlern Werth des ersten Gliedes des Restes, hat be- 
kanntlich Lagrange gegeben und die Begründung dieser Ausdrücke ist 
späterhin z. B. von Ampere und Cauchy vereinfacht und vervollständigt 
worden. Es kommt also nur noch auf Ausdrücke von Grenzwerthen des 
Restes auch der allgemeinen Taylorschen oder der Differenzen- Reihe an. 
Ich habe über diesen Gegenstand im Jahre 1828 in einer Gesammtsitzung 
der Akademie einige Bemerkungen vorgetragen. Der Gegenstand erfordert 
aber noch fernere Erörterungen. 

Crtlle'i Journal d.M. Bd. XXII. Hfl 3. 32 
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1. 

Um die Aufgabe übersichtlich vor Augen zu haben, wird erst in 
wenigen Worten die Entwicklung der allgemeinen Reihe selbst hergesetzt 
werden müssen. 

Es sei Fx eine beliebige Function der veränderlichen Gröfse x 
und x 4-A = a eine constante Gröfse, so, dafs also, wenn z. B. * um a 
zunimmt, k um a abnimmt. 

Nun ist, identisch, 

1. F(x + k) = Fx + k , 

oder, wenn man der Kürze wegen 

2 . = fx 

setzt, was geschehen kann, da Ar mit x zugleich veränderlich und also 
— Far e ig ent jj c jj nar e ; lie Function von x, nemlicb Fa ~~ Fx i s t : 

ä ^ t a — x 

3. F(x 4* k) = Fx + kfx. 

Verändert sich nun x um -f*“ und folglich k um — a, so erhält mao, 
wenn man in (3.) x + a statt x und k — a statt k setzt und von dem Re- 
sultate die unveränderte Gröfse wieder abzieht, 

0 = F{ a? + a) — Fx + (k — a) f(x -f a) — kfx, oder auch 

4. 0 = F{x -f- a) — Fx -{- (k — a )(f(x -f- a) — fx) — a fx. 

Bezeichnet man die erste DiiTerenz einer Gröfse, nach a genommen, 
durch ein davorgesetztes a, so läfst sich (4.) wie folgt schreiben: 

5. 0 = a Fx 4- {k — <x)a fx — afx. 

Setzt mau hierin von Neuem x + a statt x, also k — a statt k und 
zieht von dem Resultate die vorige Gröfse ab, so ergiebt sich 
0 = a F(x-\-a) — a Fx + (A — 2a) af(x-\-a) — af(x- |-a) — (& — a) a/x + afx 
oder 

6. 0 = & t Fx-\-(k — 2a)& 7 fx — 2oa fx. 

Die abermalige Wiederholung des Verfahrens giebt: 


0 = A*F(a? + a) — SFx + (k— 3a)Sf(x + a) — 2a&f(x + a) 

— (A — 2a)& 7 fx -{- 2 a&fx 

oder 

7. 0 =* A , F'a?4'(* — 3a ) a *fx — 3oa *fx; 


und so weiter. 
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Zusammengenominen erhält man also folgende Ausdrücke: 
( F(x+k) = Fx -f k fx, (3.) 

f x = ___ + (*_ 0 ) , 

A * X?_ 

a/\t = 


8. 




^ + ( *_ 2a) ‘_, 


a’/z? = 

A 5 /*ar = 


A* Fx 
3a 
A 4 Fx 


+ <*-3«>^£, 


(5.) 

( 6 .) 

(7.) 




A"-‘Fx ... , .. A" _I fx 

*f x = £^+(*-(n-l)a)£^, 

n*-+fx = 


a"Fx 


+ (A — 


na - - ' na 

\ ’ 

Substituirt man diese Ausdrücke in einander, so erhält man: 


9. F(x ■}■ A) = Fx -(- A 


a Fx 


, Ar. A — a A*Fx , Ar. Ar — a.k — 2a A’Fx 
"t* o * «* T" " 


+ 

+ 


k.k — a.k — 2a 


2 a» • 2.3 

.. . k — (n — l)a A "Fx 


2.3 . 
Ar. A: — a. Ar — 2a 


r — na A " fx 



2 . 3 .... n a" 

welches die allgemeine Taylorsche Reihe mit Differenz -Coeflicienlen ist, 
die also in der höchsten Allgemeinheit und ohne irgend etwas vorauszu- 
setzen, Statt findet. 

Das letzte Glied rechter Hand in (9.) ist der Rest der Reihe, der 
auf die vorhergehenden n-f-1 Glieder folgt. Die Reihe gilt für jeden be- 
liebigen Werth von x, wenn nur immer k so genommen wird, dafs x-f-A 
denselben constanten Werth a behält, und a ist völlig willkürlich. 

Bezeichnet man der Kürze wegen 

k.k- a .k-2 a ....k^ *fx dag he . fst 

a" 7 

k — na »/Fa — Fx\ , . 

ö - » = .a"( 1 durch <Px; 

1 1. Die Function Fx durch y x , oder auch blofs durch y; 

\ TT y A 3 A S 77 ry% 

12. Die Differenz-Coefficienten — , durch Dy x , D'y x , £> J y x ...; 

13. Die Coefficieuten, welche k enthalten, der Reihe nach durch Je,, A,, 
A, ...., so dafs z. B. 

32 * 


10. Den Rest 


2.3 ... 
Ar. Ar — a.k — 2a 
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k.k — a.k — 2a .... k — (n — 1 )« , 

2.3 .... n “ • 

ist, so kann die Reihe wie folgt geschrieben werden: 

14. F(* + A) = y x +k l Dy x -{-k 1 D'y x +k i D'y x .... y x + <f)x. 

2 . 

Da a ganz willkürlich ist, so kann es auch = 0 gesetzt werden. 

Dann gehen die Differenz - Coeflicienten , ~£r a ' s0 

Dy, DPy, D*y ...., offenbar in die Differential -Coeflicienten dy, d 7 y, 
d'y.... über; denn z. B. dy oder d Fx ist nichts anders als — ■ , 

oder für a = 0. Die CoefBcienten ft,, ft 2 , ft, .... in (14.) gehen für 

ft* ft* 

a = 0 in ft, — , -j .... über. Und so würde, wenn alle die CoefBcienten 
ft für a = 0, bis ins Unendliche, von Facultäten, wie sie es sind, in blofse 
Potenzen übergingen, die Reihe (14.) unmittelbar die besondere, eigentlich 

sogenaunte Taylorsche Reihe geben. Da es indessen zweifelhaft ist, ob 

ft* 

auch noch für n == <x> in (13 ) k n = ^ sei, weil, wenn auch a = 0 

ist, doch na für ein unendliches n nicht Null und folglich ft — na nicht 
— k sein könnte, so ist es nötbig, die Taylorsche Reihe mit Differentia- 
len (14.), oder für den Fall a = 0, für sich besonders aufzustellen; was 
auf ähnliche Art wiq oben, folgendermafsen geschehen kann und wobei 
sich dann zugleich aach die Bedingungen ergeben, unter welchen die be- 
sondere Taylorsche Reihe Statt findet, nemlich unter welchen die Coef- 
ficieuteu ft in (14.) von Facultäten wirklich in blofse Potenzen übergehen. 

Mau setze, wie oben, in dem identischen Ausdrucke F(ar-f-ft) — 
Fx + kfx, x-\-a statt x und folglich ft — a statt ft und ziehe von dem 
Resultate die ursprüngliche Gröfse wieder ab, ohne für den Augenblick 
a = 0 zu setzen, so ergiebt sich 

0 = F(x -f- a) — Fr + (ft — a) f(x 4* a) — kfx, oder 
15. 0 es &Fx + k&f x — af{x + a). 

In diesem Ausdruck setze man von Neuem x-\-a statt x und ft — a 
statt ft und ziehe von dem Resultate das Ursprüngliche wieder ab, so er- 
hält man 

0 = a F(x + a) — a Fx -{- (ft — a) &f(x 4* a) — ft tfx — af(x-\-2a) 

4- af(a?4-<*) °^ er 

16. 0= SFx+kSfx— 2a*f(x + a). 
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Die Wiederholung des Verfahrens giebt 

0 = a 5 F(x+a) — tSFx-t- (k — a) £?f(x -j- a) — k t?fx — 2 a 2a) 

-f-2aA/*(x-f a) oder 

17 . 0 = i'Fx + ktffx— $at?f(x + a)\ 


hierauf 

und so weiter. 


0 


cSFx+kcffx — 4a t?f(x-\-a ) ; 


Zusammengenommen erhalt man also folgende 

F(x-\-k) — Fx -kfx, 

, . aFx , , ufx 

f(x + a) — — ^ h* l a > 

A^(x-f-a) A* Fx , £ A* fx 

= 2a» ’ t ' Ä 2a 1 * 


Ausdrücke: 

(3.) 

( 16 .) 

(16.) 


18 . 


a* /( J 4~ a ) 

2 a» 

A^/Cx + o) 
2.3o* 


A* Fx 
2.3 a» 
A* Fx 
2.3.4 a* 


+ * 
+ Ä 


A »fx 
2.3o* » 
A*/x 
2.3.4 a« » 


( 17 .) 


A"~*/’(x+a) a"-'Fx . , A"~* fx 

2J....n— 2a*~* 2.3... .n — la* -1 • *‘2.3....n — la*— *» 

A»- | /*(x-f-g) A” Fx , . A" /x 

>2.3. ...n — la* -1 2. 3. ...na* ‘ * 2.3.... na" 


Ist nun fx = (2.) con der Art, dafe für a = 0 

/ f(x -f a) = /*x, oder — f x — 0, das heilst 


19. 


A/~(x-fa) 


Afx 


a 

a > 

A*f(x+a) _ 

A 1 fx 

2a» 

2a» » 

A*/(x-fa) 

A» fx 

2.3a» 

2.3 a* ’ 

A*~ »(x-J-a) 

• • • • 
A»-‘/x 


A fx =0, 
oder — o, das heilst 


^ = 0, 

a 


oder — £-tfZ =0, das heilst 

2a» ’ 

oder A V (jc + 3 a )7 A, ^ x = 0, das beifst 

= 0 , 

2.3a» V ’ 


A n f X 


2.3....n — la"-* 


: 0 
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ist,' so geben die Ausdrücke (18.), in einander substituirt, 

20 . 


«fy_ i I I ** A» Fx , ** A* Fx 

Rlß-rk) — t x-{-k a + 2 * o» "i 2.3" a* ‘ 


2 «» 
A»Fx 


2.3.... n" a » 2.3....«-{-l ’ a* 

A* Fx 


2.3’ 

k»+* 


A n fx 


oder, da a = 0 sein soll und 


in diesem Falle 


nichts anders sind als dFx , d 7 Fx, d*Fx ...., 


21. F(x*|"^) ■“ Fx kd Fx ~2 d 2 Fx ^--^d 3 Fx . 


k" 


*"+* 


+ OT.TTn Fx + 2T 3... : n-fl 
und dies ist die besondere Taylorscbe Reihe. 

Die Bedingungen für das Stallfinden derselben sind diejenigen (19.). 

Sie sind in Beziehung auf fx «= - F (~ Fj - ausgedrückt , las- 
sen sich aber auch wie folgt auf audere in Beziehung auf Fx selbst, 
bringen. 

Die Gleichungen (8.) nemlich kann man auch wie folgt ausdrücken: 
^ a fx = lFx + (k — a)Afx, 


22 . 


2 &fx = 


a* Fx 


+ (*-2a)— 


i£*i* = ^- Fx - 

2« 2a> 2 «* ’ 


4 A*/x A*Fx ... . . a*/x 

" n * *“ 2.3a* "K* 4a ^ 2.3a* ’ 


2.3a* 


n — 1 A n ~ i fx 


2.3 


-li'-VX A"-> Fx , .. , . a»-* / x 

...« — 2o'-) ~ 2.3....n-2a«-*'^^ Ä ‘ 537!. .n— 2«- J ’ 


I n A" — 1 f x A"Fx , ,j. _ , a "fx 

2.3....n-la— 1 “ 2.3....«— la— * 07... n-la-*‘ 


Nun muCste, zufolge (19.), wenn die Reihe (20.) Statt finden soll, 

!*/* = 0- = °> T^-0. ££=», 


23. 


A" f x 




2.3.... («—1)«" 

sein. Dieser Bediugnng gemäfs müssen die letzten Glieder rechterband in 
(22.) wegfallen und es mufs also 
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24 . 


' afx — 

A Fx 

aFx 

=s a. , 

a 7 



1t*fx = 

A* Fx 
a ’ 

oder a fx 

es 

a* Fx 
2a ’ 

3 \'fx 
2a 

>A* Fx 
2a* * 

oder 

a 

= 

2 A* Fx 
2.3a* ’ 

4a* fx 
2.3 a* 

A* Fx 
2.3 a» ’ 


= 

3 a* Fx 
2.3.4a» ’ 

5A« fx 

A* Fx 

oder f x 


4a* Fx 

2.3.4a* — 

2.3.4a* 

’ 0der 2.3a* 


2.3.4.5a* 

1 • • • • 
bA"— 1 fx 

A" Fx 

oder 


• • • 
n — 1 . A" Fx 

\2.3.„.n — ia"'* 

2.3«_n — 1 a" 

-»» 0 “ Cr 2.3.... n — 2 a* 

3 

2.3.... na"— 1 


sein. Dieses giebt aber wieder, zufolge der Bedingungen (23. oder 19.), 
und da für a = 0, afx oder a. — ■ j mmer — o ist, 


{ 0 

0 


25. 


a. 

a.- 


4 Fx 


a 

A* Fx 
2a* 


das heifst adFx = 0; 

0 ; 

d 3 Fx = 0} 


das heifst -^-d'Fx 


0 = 

2 a* Fx 

das heifst 

2a 

2.3a* » 

2.3 

0 es 

3A* Fx 

das heifst 

3a 

“• 2.3.4a« * 

2.3.4 

0 = 

4 a* Fx 

das heifst 

4a 

2.3.4.5 a* 7 

2.3. 4.5 

• * 
0 = 

• • • • • 
n — 1 A"Fr 

• • • • 
das heifst 

• • • 
n — l.a 

“• 2.3. ...na"’ 

2.3.... n 


d s Fx = 0; 


Dieses sind die Bedingungen für die Gültigkeit der besonder» 
Taylorschen Reibe (20.), durch Fx selbst ausgedrückt. Sie finden im 
Allgemeinen mit Sicherheit nur dann Statt, wenn keiner der Differential- 
Coefficienten dFx, d'Fx, d'Fx, .... d n Fx unendlich grofs ist; denn wäre 
es einer derselben, z. B. d n Fx, so würde er, mit a = Ü mnltiplicirt, nicht 
nothwendig Null geben; wie es sein soll. Die Bedingung für das Slatt- 
finden der besondern Taylorschen Reibe ist also im Allgemeinen die, dafs 
keiner der Differential - Coefficienten in derselben für irgend einen Werth von 
x unendlich grofs sein darf. 
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3. 

Es kommt nun insbesondere auf die Schätzung des Restes (f)x der 
allgemeinen Taylorseben Reihe (14.) an. 

Unmittelbar würde sich dieser Rest nur aus der Function F(x-\-k) 
selbst und den sämmtlichen ihm vorhergehenden Gliedern beurtbeileu lassen ; 
deou er ist nichts auders als diese Function F(x -f k) selbst, nach Abzug 
jener Glieder. Aber da eben die Function erst entwickelt werden soll, 
so ist ihr Werth als noch unbekannt anzusehen und folglich auch der 
Werth des Restes aus ihr nicht zu beurtheilen, sondern nur aus den als 
gegeben anzusehenden Gliedern der Entwicklung. Es kommt also darauf 
an, den Ausdruck des Restes mit dem der einzelnen Glieder in Verbin- 
dung zu bringen. Dieses ist mit der ersten Differenz a ( Px des unbekann- 
ten Restes möglich; denn es lätst sich dieselbe wie folgt durch das erste 
Glied des Restes ausdrücken, und daun läfst sich daraus weiter auf den 
Rest selbst schliefsen. 

Es wurde gesetzt: 

Ai. i k.k Utk 2 ce .... k — (ä — • 1 ) et / 1 n \ 

* 6 . 

Es ist also auch, wenn man k — a statt k schreibt, 

k — a.k — 2a.lt — 3a .... k — na 


27. 


(A — a), = 


Dieses giebt 


2.3 


(A— a), + a(Ä — a)_, 


k — a.k — 2a. k — 3a... .k — na . k — a.k — 2a.lt — 3a. ...Jfc — (n — l)a 

-f- Ct. 

Pt 


2.3 


2.3 .... n — 1 


k—a.k — 2a. Ir — 3a .... k — (n — l)a fk — na 

I 

(26.) 


/k — na . \ 

2.3.... „-1 '( n + V 


_ Jt.lt — a.k — 2a .... k — (n — l)a 

“ 2.3 .... n “ 

Also ist, für jedes beliebige n, 

28. (A-a), + a(A— a)^ = k n . 

Nun setze man in der Reihe (14.) x + a statt x, also auch k — a statt k 
und ziehe von dem Resultate die ursprüngliche Reihe wieder ab, so er- 
hält mau 

29. 0 = >'x+« + (A— a)iDy x + a + (k— a^D’y^ + C*- — • 

.... +(A— a). + <P(x-f-a) 

— y x —k l Dy x —k 2 D 7 y x —k i D i y x .... —k n D'y x —$x, 
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oder, wenn man hier in den abzuziehenden Gliedern zufolge (28.) 

Ä, = (* — a), 4-a, 
k? = (k — a) 2 + a(k — a), , 

80. ■{ Ä 3 = (Ä — a), + o(i — a)j, 


[k m = (k — a), a(k — a)_, 

setzt, 

31. 0 SB y x+ «4- (Ä— a) t Dy x+a -{-(k— a) J D*y x+a + (Ar—a),Ö J y*+. 

.... 4~(Ä — a).I>'y x+ «4 _ ? ) (*4 _a ) 

— y* — (k — a\Dy x — (k—u) 1 & 1 y x —(k—a) i IPy x 

.... —(k—a.)„Dy x — (Px 

— aDy x — a (Jt — a) i B , y x — a{k— 

.... — -tt{k— cL) x —iD"y x . 

Es ist aber z. B. 

( ri, n , A"F(*4-«) a" Fr , . Q .. d"+*Fx rin+i 

D'y x+a —D'y x — — ' ^( 12 .) = -^- = aD”+ l y x , 

desgleichen 

^)(ar4-a) — <J>jt = = aDtpx und 

Yx+a—y* = *Yx = «Dy*. 

Also ist (31.) so viel als 

33. 0 = a,Dy x -\- u(k—a)iD 7 y x -{-a(k — a), IPy x .... 4- a (A — a),_, D'y x 

4-a(Ä — a) u D K+l y x 4- aDQx 
— aDy x —a(k — a) l D 7 y x — a(k — a\ D'y x .... — a(k — a )^. , D n y x 
und es folgt, wenn man wegläfet, was sieb aufhebt, 

34. (k — a\D”+'y x 4- D$x = 0, 

das beiist: 

35. a(Ä— fl). 4- a <P* sb 0, 

oder auch, ausgeschrieben, 

k — a.k — ia.k — 3a . ... k — na 4" +1 Fx 


36. a. 


4" a fix sst 0. 


2.3 . ... n ‘ »"+* 

Das erste Glied des Bestes fidl, welches durch P bezeichnet wer- 
den mag, ist 

n k.k — a.k — 2a .... k — na i'+'Fx 

a7, e 2”3 .... «4-1 

Also ist vermöge (36.) 

38. a(Px4 A n + i)a .p s- 0; 
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was ein Aasdruck der ersten Differenz des Restes durch sein erstes 
Glied ist. 

Da auch zufolge (28.), wenn man dort n-)-l statt n schreibt, 

39. (k— ct)„ + i — k„ + i = — ct(A— a)„, 

(k — a)„ + , — k n+l aber nichts anders als aä„ + 1 , folglich 
40. a(k — a)„ — — aä„ +i 

ist, so erhält man auch vermöge (35.) 

. , ^ , A’* +l Fx 

41 . A<px — ^k^.—^r- = 0 , 

oder auch, da atpx a aDtyx und = uDk^t ist, 

42. D$x — Dk, +l D" +l y x — 0; 

welches ebenfalls Ausdrücke der ersten Differenz des Restes durch sein 
erstes Glied sind. 

4. 

Nun läfst sich vermittelst der ersten Differenz einer beliebigen Func- 
tion von x , z. B. 4>Xf nach a genommen, also vermittelst der Differenz 
' p(x-\-a ) — 4/x, von einer andern Differenz derselbcu Function, z. B. von 
\p(x-\-k) — 'px, insofern k ein ganzzahliges Vielfaches von a , z. B. 

43. k = mctf also in eine ganze Zahl 
ist, 

Erstlich das Zeichen beurtheilen, falls das Zeichen von -|- a) 
— \px für alle x von x bis x-j-Ä sich nicht ändert, uud 

Zweitens läfst sich die neue Differenz \//(x -f- k) — \px selbst, wenn 
man weifs, dafs A\px nur stetig sich verändert, durch die Differenz 4d.x-{-u) 
— \px, für einen mittleren Werth von x genommen, ausdrücken. 

Wenn nemlicb, wie vorausgesetzt wird, a in k aufgeht , so ist 
'p(x-fa) — \px — &\px, 

4>(x-{-2a.) — \p(x-}-d) — a \p (x -p ct), 

\p(x-j-3a) — 4'(*' + 2a) = A\£/(x-{-2a), 


\p(x + (m— 1) a) — ^ (x-f-(m — 2) a) = A\/,(x-f(»i — 2)a), 

^(x + ma) — ^(x-f-(m — l)a) = A^(x-j-(«n — l)a). 

Die Summe hiervon ist, da x^-»ia = x-|-i sein soll, 

45. ^(x-f-Ä) — 4 '* = A^x*j-a^(x-}-a)+ A^(x + 2a) .... 

.... +A^(x-j-Ä — a), 
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und in diesem Ausdrucke sind die Glieder rechterband, deren Anzahl m ist, 
nichts anders als die Werthe von 

a-4>x für x = x, x-J-a, x + 2a, .... x-f-(m — l)a- 
Weif» man also 

Erstlich, dafs a4>x für alle möglichen Werthe von x, von x an bis 
x-f-A, immer dasselbe Zeichen hat, so haben auch alle die Glieder recbter- 
hand in (45.), da sie ebenfalls zu diesen Wertheu von A\px gehören, das 
gleiche Zeichen. Und folglich hat auch ihre Summe das gleiche Zeichen. 
Es folgt also, dafs die neue Differenz ^(x-j-A) — \^x dasselbe Zeichen 
haben wird, wie die Differenz ^ (x -f- a) — \px = Aipx, falls letztere für 
alle Werthe von x, von x bis x-f-A, ihr Zeichen nicht ändert. 

Zweitens wird es unter den m Gliedern rechterhand in (45.), sie mö- 
gen gleiche oder verschiedene Zeichen haben, nothwendig ein größtes 
uud ein kleinstes geben. Irgend eine mittlere Gröfse, m mal genommen, 
wird also der Summe der m Glieder gleich sein. Weifs mau nun , dafs 
a \px mit x zugleich nur stetig sich verändert, so wird a \px, indem x 
'stetig in x-f-A übergeht, alle möglichen Werthe durchlaufen, die es haben 
kann, also auch, indem es von seinem kleinsten zu seinem gröfsten Werthe 
gelangt, oder umgekehrt, nothwendig alle möglichen Mittelwerthe. Es 
wird folglich auch nothwendig diejenige Gröfse berühren, die wiroal ge- 
nommen der Summe der m Glieder gleich ist, und zwar nothwendig für 
irgend einen Werth von x, der zwischen x und x-f-A liegt und der also 
etwa durch x-f-KA bezeichnet werden kann, wenn man unter K eiue Zahl 
versteht, die nicht gröfser als 1 und nicht kleiner als 0 ist. Es folgt also, 
sobald man weifs, dafs A\px mit x nur stetig sich verändert, es mag übri- 
gens stets dasselbe Zeichen behalten oder nicht, dafs dann 4* (x-f-A) — ^x 
durch 

46 . £(* + *) — 'Px = mA^(x+\k) = k.~ ^ -- k - 

ausgedrückt werden kann, wo X die Grenzen 0 und I nicht überschreitet. 


5. 

Dieses also läfst sich aus der ersten Differenz A\px — ^(x-f-a) — v£/x 
einer unbekannten Fuuciiond'x von einer andern Differeuz dieser Functiou 
A) — 4>x scldiefsen, vorausgesetzt dafs A ein ganzzahliges Vielfache 
von a ist. Kennt man nun aufserdem noch etwa einen der beiden Werthe 

33* 
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der Function 4>x, entweder den von v^x, oder den von \(/(x+k), z. B. 
den letzten, weifs also, dafs z. B. 

47. +(x + k) — A 

ist, so läfst sieb auch auf die Function \px selbst schließen, denn es ist 
alsdann 48 . ^( x +k) — 4>x = A—^x, 

und was von dem Resultate der Veränderlichkeit von ^(x + A ;) — ypx ge- 
funden wurde, gilt jetzt von \px selbst.- 

Für den unbekannten Rest der obigen Reihe, (fix, ist in der Tbat 
der Werth von bekannt. Denn wenn man in (14.) x+Ä statt x 

und folglich k — x — k = 0 setzt, so verwandelt sich das erste Glied 
rechterband in E(x -f- k) und alle folgenden Glieder, bis zum Rest, fallen 
wegen Ar = 0 weg. Mithin giebt die Gleichung (14.) für diesen Fall: 

49. F(x + A) = F(x + k) + (p (x + A), 


und folglich __ _ 

b 50. <P(x + Ar) = 0. 

Insofern also die obige Function \f>x entweder der Rest <f)x selbst 
ist, oder auch nur auf eiue bestimmte Weise davon abhängt, wird man 
immer den Werth A = d^(x-j- Ar) von \px für x—x + k kennen, und folg- 
lich wird das was gefunden wird von \f/x selbst gelten. 


6 . 

Dieses läfst sich nun wie folgt anwenden, um für den unbekannten 
Rest (f)x 

Erstlich, vermittelst des Ausdrucks (34. oder 41.) seiner ersten Diffe- 
renz nach a durch sein erstes Glied, Grenzwerthe zu finden. 

In diesem Ausdrucke, z. B. demjenigen (41.), sind nemlich die drei 

Gröfsen &f)x, e Ar„ + , und : ~„^ T sämmtlich von x abhängig, und für die 
verschiedenen Werthe von x haben sie, der Gleichung zufolge, zusammen- 
gehörige Werthe. Die Gröfse z. B. wird aber nothwendig einen 

größten und einen kleinsten Werth haben: sie mag bei ihrer Veränderung 
ihr Zeichen wecliseln, oder nicht. Man bezeichne 

51. Den kleinsten Werth von — durch M, 

52. Den gröfsten Werth von - durch N, 

so läfst sich für jeden andern Werth von x als den, der den gröbsten oder 
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kleinsten Werth von - A giebt, 


53. 


a 

A"+‘ Fx 

a*+ l 


= M + V = N — F 


setzen, wo U ond F für keinen Werth von x negativ, sondern nur 0 oder 
positiv sind. 

Vermöge (41.) ist also nun 

iA<pa? — hk nM {M-\-V) s= 0 und 
| A<Pa? — i 


54. 


und dieses giebt 


55. 


■ Ä Ä B+t (2V — F) = 0, 


a!Px — &k n+l M = -^Ak^U und 


t a!Px — 
| Atpar — 


hk„ +l N = — hk n+t V. 


Aber ü und F, hier recbterhand, ändern das Zeichen nicht und sind 
beide stets positiv. Also ändern auch, in so fern aä„ + , für alle Werthe 
von x das gleiche Zeichen hat, ttyx — a ä„ +1 M und a (fix — ak„ +i N das 
Zeichen nicht, und baben dabei nothwendig entgegengesetzte Zeichen, für 
alle Werthe von x, weil U und F in (55.) beide gleiche Zeichen haben, 
nemlicb positiv sind. 

Nun ist, da M und N constant sind und kein x enthalten, 

( A (fix — a A„ +1 M = a ($) x — k„ +i M) und 

Atp* — AÄ„ +l iV = a(<Pjc— k^N). 

Setzt man also 

(fix — Ä» +l -M = fix und 
fix — N = fx t 
und 55.), 

! &fx = -4- aä,+, U und 
A fx = — ^41 V > 
und man weifs von a fx und &fx, dats sie für die verschiedenen Werthe 
von x, von x bis x + A, ihr Zeichen nicht ändern, und zugleich, dafs sie 
nothwendig entgegengesetzte Zeichen haben. 

Auf diese Functionen fx und fx findet also schon der erste Satz 
(§.4.) Anwendung und es folgt, dafs auch die Differenz /j (x k) — fx 
dasselbe Zeichen haben wird wie die Differenz f (x -f- a) — fx — &fx 
und die Differenz f (x -f k) — fix dasselbe Zeichen wie die Differenz 
/i® = &fx. 

Es haben folglich auch nothwendig f (x-f-&) — fx und f(x-\-k) — fx, 
eben wie a X fx und b t fx, entgegengesetzte Zeichen. 


96. 


57. 

so ist, vermöge (56 

58. 
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Die ersten Theile dieser Differenzen, nemlich fr (x -|- k) and fr (x -f- k) 
erhält man, wenn man in (57.) -r -j- A statt x, also k = 0 setzt. Für 

ä = 0 ist aber A„ + ,, das beifst wegen des Fac- 

tors k, gleich Noll: also ist nach (57.) blofs 

59 ]/*(» + *) = ?>(* + *) und 

• | /*,(* + *) = ?>(« + *). 

Aber auch <P(ar+A) ist =0 (50.), also ist 

60. /t (a? + /c) = 0 und fr(x-\-k) = 0 
und folglich ist blofs 

61 . I /!(*+*)— /i* « —/> und 

♦ fr (*+*)— fr * — — /j*. 

Mithin haben — fix und — frx, und folglich auch frx nnd frx, notbwendig 
entgegengesetzte Zeichen, und daraus folgt, vermöge (57.), dafs nolh- 
wendig zwischen k n+l M und A* n+I N liegen mufs. Es sind aber A„ + , Nt 
und Ä B+ ,JV der kleinste und der gröfste Werth, den das erste Glied des 

^*+•1 p/p 

Restes A~ n+1 . ■ -- t - haben kann, und zwar auf die Weise, dafs man darin 
den Factor A n+1 als nnveränderlich und nur den Factor als ver- 


änderlich betrachtet. Es würde also folgen, dafs dieser gröfste und kleinste 
Werth des ersten Gliedes des Restes Grenzen für die Wertbe des Restes 
sind, und zwar in der Voraussetzung, dafs a in A* aufgebt und dann unter 
der obigen zweiten Bedingung bei (55.), dafs 


62. a A n+ i = — a(A — a). (40.) 


a.k — a.k — 2a.k — 3g. ...fr — na 
2.3 ....n 


(40.) 


für alle Werthe von x bis x-\-k, also von k = k bis A = 0, sein Zeichen 


nicht ändert. 

Diese letzte Bedingung wird aber, so lange aAt„ + 1 eine Facultät ist, 
das beifst, so lange a nicht Null ist, nie erfüllt. Zuerst nemlich sind für 
A- = 0 alle Facloren in (62.) negativ, und bleiben es bis zu k = au Für 
A-= a ist aA„ + 1 = 0. Für A>a und <T2 a ist der erste Factor positiv 
und die folgenden sind noch negativ und folglich hat aA-„ + , das entgegen- 
gesetzte Zeichen, wie vorhin für die Werthe von A = 0 bis A = a. Für 
k = 2a ist wieder aä„ + , = 0 und für A]> 2a und <3a bekommt es wie- 
der das entgegengesetzte Zeichen; u. s. w. Also wird die Bedingung, dafs 
aA - „ + i sein Zeichen nicht wechsele, nicht erfüllt, und folglich ergeben sich 
auf diesem Wege keine Greuzweribe. 


Digitized by Google 



9 , lieber die Convergens der allgemeinen Entwicklung!- Reihen, 

7. 


*63 


• n^l r 

Anstatt wie in (§. 6.) in (41.) von ■ gn+1 den gröfsten und den klein- 
sten Werth gegen die übrigen zur Vergleichung zu ziehen, läfst sich auch 
von dem gröfsten und kleinsten Werth des andern Factors aä„ + , ansgehen. 
Man bezeichne nemlich: 

63. Den kleinsten Werth von a k„ +l = — “ ~ a — 2 a ‘. “. : k ~ 1 ) a . 

durch P, 

64. Den gröfsten Werth dieses Factors durch Q, 

und setze für jeden andern Werth von x, als den , welchem der gröfste 
und der kleinste Werth entsprechen, 

65. a*„ +i = P+F= Q-Z, 

so sind Y und Z nie negativ, sondern nur positiv, oder Null. Dieses 
giebt, vermöge (41.), 

— (P+F)^J^ es* 0 und 


oder 


66 . 


67. 


a<P* — (0-Z)~^ = 0, 

A<Px-P.^^ = + F.^ip und 
U<f>x-Q.£^=-Z. 


«"+» 

4 "+'Fx 


u n + l 

fl * 

Id so fern nun ^ für alle Werthe von x das nemlicbe Zeichen hat, 
haben auch Atßx — P.~£pr~ nn ^ Ai P* — Q- weil in (67.) Y und 

Z stets positiv sind, stets das nemliche Zeichen, und zwar haben sie notb- 
wendig entgegengesetzte Zeichen, weil Y und Z in (67.) beide positiv sind. 
Da uun P und Q coustaut sind, oder mit x sich nicht verändern, 

so ist 


68 . 

Setzt man also 


. /f. n A "+* Fx 

a( P* p - „, +l = 

= *(? 

>x— P. 

i?== a(? 

»x— Q. 

-ö 

H 

1 

* 

a" Fx 

a »+i 

II 

H 

69. ( 



j<Px— (?. 

A”Fx 

«"+* 

— fi x * 
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so ist, vermöge (68. und 67.), 


- , x’ A " +l F x j 

*f v x = + I . - und 


— Z. 


A"+i Fx 

„n+l » 


und man weifs nun, dafs ef t x und a f,x ihr Zeichen nicht ändern; zu- 
gleich aber, dafs sie stets entgegengesetzte Zeichen haben. 

Es findet also wieder der erste Satz in (§. 4.) auf f t x und f 7 x 
Anwendung, und es folgt, dafs auch die beiden Differenzen /i(x+A) — f,x 
und f 2 (x + k) — f,x dieselben Zeichen wie diejenigen ef v x und af t x und 
ebenfalls entgegengesetzte Zeichen haben. 

Nun erhält man die Werlhe von f x (x -j- k) und f t (x-\-k), wenn 
mau in (69.) x -+■ k statt x setzt, nemlich : ' 

(/!(*+*) = <P (x+Q-P. ^btfrV. und 

71 ‘ )/;(*+*) 
oder, da A) = 0 ist (50.): 

U(* + *) = — und 
72- / 

\ f 2 (*+k) = 

Also ist, vermöge (69.), 

j f^x+Q-n* = +P.(^-^g+?-))_<p x und 

| «*+*>-/> = +#.(5S?- sasa-)-*- 

Das erste, dem Reste vorhergehende Glied ist 

... t. A-Fx k.k — a.k — 2« .... k — (n — i).o A”Fx 

7 ** "* «" — 2.3 .... n ’ irr- 
und wovon P und Q der kleinste und der gröfste Werth sind, 

ist zufolge (62.) 

—p> . /. a,k — a.k — 2a •••• k — na a(k — na) , 

75. Aft n+1 _ 273 .... « 1 

Also ist 

.t A"Fx _ a{k—na) ^ i"Fx k— na , A*Fx • 

7b. a .fr a>+1 . fc n —— 

,k A"Fx 

(ft — a), 
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(63 


von 


Eben so ist , 

. n. = 

Nun waren P und Q der kleinste und der gröfste Werth von a k„ +l 
und 64.). Also sind sie auch der kleinste und der gröfste Werth 

— (HU- Mithin kann man auch, wenn man den kleinsten 

und den gröfsten Werth von (Ä— a) n durch (k — a)' H und (k — a). unter- 
scJieidet, (73.) wie folgt schreiben: 

/•>(«+ *w.* = -<*-»>: • - <p*, 

und es folgt hieraus, dafs man, wenn man in dem Factor 


78. 


a" Fx 


des ersten 


A* Fx 


dem Reste vorhergehenden Gliedes k n . erst xz=x, darauf x = x-f £ 


setzt, das letzte von dem ersten abzieht und was übrig bleibt mit dem gröfs- 
ten und dem kleinsten Werthe von {k — a)„ multiplicirt, zwei GröEsen er- 
hält, zwischen welchen der Rest <P ar liegen mufs; folglich Grenzwerlhe 
für diesen Rest. 

Oie Bedingung, neben der Voraussetzung, dafs a in k aufgeheu 
mufs, ist hier die, dafs in dem ersten Gliede &. +l . der Factor A 

für alle Werthe von x, und namentlich insbesondere für die Werthe x, 
x-{-a, x-f-2 o, .... x-f-Ä — a, (denn eigentlich nur auf diese kommt es 
iu 44. und 45. an,) sein Zeichen nicht ändere; und dies kann allerdings 
der Fall sein, da solches nur von der Beschaffenheit der Function Fx ab- 
hängt. Auf diese Weise erhält man also wirklich Grenzwerthe für den 
Rest der allgemeinen Taylorseben Reihe mit Dilferenzen, und zwar unter 
der Bedingung, dafs a iu k aufgehe. 

8 . 

Der zweite Satz in (§. 4.), dafs, in der Voraussetzung, a gebe in 
k auf, ^(x-f-A-) — 4' x immer durch k.^^~~ (46.) ausgedrückt wer- 
den kann, wo K die Grenzen 0 und 1 nicht überschreitet , läfst sich auf 
den Rest tyx unmittelbar an wenden. Es war nemlich, dem Satze zufolge, 

79. <p(*+Ä)— <p* = **?(*+* *). 

CreUe’i Joarnit d. H. BdL XXII. HfL 3. 34 
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Nun ist gemäfs (36.) 

dtp jt k — a.k — 2a. k — 3o .... k — na 4"+'?» 

8U * o ~ 2.3 .... n * a*+ l * 

und dieser Ausdruck gilt für jeden beliebigen Werth von x, von x an bis 
x k. Er gilt also aucli für den Werth x + hk von x, da derselbe noth- 

wendig zwischen x und x-\-k liegt. Also gilt er auch für (79.) - X ~**\ 

wenn man in (80.) überall x -\-Kk statt x setzt. Demzufolge mufs daun, 
da k = a — x ist, a — x — Kk — k — Kk = k(l — \) gesetzt werden. Es 
ist folglich, wenn man der Kürze wegen 

81. k{ l—K) = v. 

setzt, was x + Kk = x + k — x giebt, 

4<p(x-f-AJl) (x — a)(x — 2 a) .... (x — na) 4"+' Ffx-f. k — x) 

ä 2.3 .... n * JrT 1 


und folglich vermöge (79.), da noch $(x-f-&) = 0 ist (50.), 

k.x — a . x — 2a .... x — na 4"+‘ F(:r-|-fc — x) 
2.3.... i» ' «"+* 


83. (Px = 


Dies ist ein directer Grenzen - Ausdruck des Bestes der allgemeinen 
Taylorscheu Reihe mit Differenzen durch sein erstes Glied, x bezeichnet 
in demselben eine unbestimmte Gröfse, die die Grenzen 0 uud k nicht über- 
schreitet und durch welche also auch der Ausdruck Grenzen für den Rest giebt. 
Die Bedingung, neben der Voraussetzung, dafs a in k aufgehe, ist hier 
biofs, dafs (f)x nicht anders als stetig sieb verändern darf; was immer der 
Fall sein wird, wenn Fx selbst biofs stetig sich verändert, weil dann das 
Gleiche auch mit den Differenzen von Fx geschieht, aus welchen der Rest 
zusammengesetzt ist. Eine Bedingung, wie bei den vorigen Ausdrücken, 

dafs einer oder der andere der beiden Facloren Ä„ +1 und d* 8 Zei- 

chen nicht ändere, ist hier, wie aus (§. 4. Zweitens) folgt, nicht nölbig. 

9. 

Es wurde bei den Sätzen in ($. 4.), und also bei ihrer Anwendung 
auf den Rest der allgemeinen Taylorschen Reihe, vorausgesetzt dafs a in 
k aufgehe. Dieses ist indessen nicht biofs Voraussetzung, sondern es ist 
vielmehr Bedingung für das Staltfinden der Sätze (§. 4.), und also auch 
für das Stattfinden der Grenzen- Ausdrücke des Restes (fix. Wenn a in 
k nicht aufgebt, -so finden die Sätze (§. 4.) und folglich auch ihre An- 
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Wendungen nicht nothwendig Statt. Dieser Umstand wird sieb am ein- 
fachsten an einer Figur uachweisen lassen. 

Es bezeichne nendicli die Function \px in (§. 4.) die Fläche zwi- 
schen einer Curve, ihrer Axe und zwei auf der Axe senkrechten Coordi- 
naten ; was immer angenommen werden kann und wobei die Curve, da die 
Function 4 jX unbestimmt ist, jede beliebige Gestalt haben kann. 

Sie habe die Gestalt FGNH (Fig. 1.). AK sei die Axe. A sei * 
der Anfangspunct der rechtwinkligen Coordiuaten; AD — x , BE — k, 
BC=DE = EK = a: so ist oder ^(x-J-a) — \}/X zunächst die 

Summe der beiden Flächen DGC und BDF, von welchen die eine posi- 
tiv, die andere negativ ist; \//(x-}-A) — \px dagegen ist die Summe der 
drei Flächen DGC , BDF und CNE, von welchen die eine positiv ist, 
die beiden andern aber negativ sind. 

So wie nun x in &\fjx zunimmt, z. B. x = AP aus AB wird, 
gabt die Fläche &'p(AB') = DGC-\-BDF, wenn nun PQ= BC-=. a ge- 
setzt wird, in c<p(AP) = DGC-\-PMD-\-CQN über; und so weiter. Ist x 
bis zu AD gekommen, so ist &*p(AD) = DGC CNE. Für x = x-\-k=AE 
ist a\}j(AE) = CNE-\-EHK. Gesetzt nun, die positive Fläche DGC sei 
größer als die negative Fläche BDF, so ist a \p (AB) positiv. Und da- 
mit auch a 4 , (AP) und alle folgenden Wertlie von &\px ebenfalls positiv 
bleiben, darf nur beim Fortrücken von B nach P und von C nach Q der 
etwaige Ueberschufs der binzukommenden negativen Fläche CQN über 
die abgehende negative Fläche BPMF den Ueberschufs der positiven 
Fläche DGC über die ursprüngliche negative Fläche BDF nicht über- 
steigen. Dieses ist olTenbar immer möglich; ja es kann sogar die rechts 
hiuzukommende negative Fläche immer kleiner sein, als die links abgeheude 
negative Fläche, wie es ungefähr in der Figur wirklich der Fall sein 
wird: so kann sogar a \px nicht blofs für alle Werthe von x, von x = 
AB bis x = x -f- k = AE, positiv sein, sondern noch obendrein immerfort 
wachsen. Gleichwohl kann n//(x + ä) — \^ x oder die Summe der drei 
Flächen DGC, BDF und CNE nicht positiv sondern vielmehr negativ 
sein; denn es ist dazu nur nöthig, dafs die negative Fläche BDF uur 
weuig kleiner sei als die positive Fläche DGC: denn alsdaun wird der 
Ueberschufs von DGC und BDF sehr bald, rechts von C ab, durch die 
neue negative Fläche mehr als aufgehoben werden, und folglich wird dann 

’ 34* 
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die Summe der drei Flächen DGC, BDF und CNE, das heilst 4/(a? + Ä) 
— px, nicht mehr positiv sondern negativ sein. 

Also ist, erstlich, wenn gleich Apx oder ^(ar-fa) — px für alle 
Werthe von x, von x = AB bis x x-\-k = AE, positiv ist, ja sogar 
dann, wenn es immerfort wächst, P(x -f k) — px, in dem Falle wo a 
nicht in k aufgeht, noch keiuesweges noth wendig ebenfalls positiv , und 
hat folglich keinesweges uothwendig dasselbe Zeichen wie Apx; und 
folglich findet auch der Grenzen -Ausdruck lur den Rest $)x in (§. 6.), 
wenn a nicht in k aufgebt, nicht uothwendig Statt 

Zweitens wird auch nicht immer uothwendig nach (46.) p(x-\- k) 

— px durch k . — — - - -- ausgedrückt, wenn a von k kein aliquoter 

Theil ist. Denn ~~~ ist nichts anders als irgend eine mittlere Ordinate 
der Fläche Apx, die, mit a multiplicirt, die Fläche Apx giebt Diese 
mittlere Ordinate ist uothwendig irgend eine der Ordinatcn der Fläche 
selbst und mufs in ihrem Umfange anzutretfen sein. Denn multiplicirt mau 
die gröfste der Ordinaten der Fläche mit a, so wird man eine gröbere 
Fläche als Apx, und multiplicirt man die kleinste der Ordinaten mit a, so 
wird man eine kleinere Fläche als a px erhalten, gleich viel, ob die Ordi- 
naten positiv, oder negativ, oder zum Theil das eine, zum Theil das andere 
sind. Die mittlere Ordinate , welche, mit a multiplicirt, die Fläche 
Apx giebt, mufs also uothwendig zwischen der gröfsten und der kleinsten 
Ordinate liegen. Und da nun vorausgesetzt wird, dafs px und folglich 
auch die Ordinaten nur stetig sich verändern, mithiu die Ordinaten ohne 
Unterbrechung der Stetigkeit von der kleinsten zu der gröfsten über- 
gehen: so mufs die mittlere Ordinate uothwendig in dem Umfange der 
Fläche selbst anzutreffen sein. Nun kann, wie vorhin gezeigt, Apx für 
jeden Werth von x, von x = AB bis x = AE, ununterbrochen positiv sein, 

während gleichwohl p(x-j -k) — px negativ ist. Also ist -- - - - für jeden 
Werth von x, von x bis x + k, folglich auch und mithin 

ff 

auch k. * ■ uothwendig eine positive Gröfse. Gleichwohl kann 
'p(x-f-Ä) — px negativ sein, und daher ist, im Falle a in k nicht aufgeht, 
nicht, wie in (46.), uothwendig P(x + k)—px — ?(*+**) . Also fin- 
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det auch der Grenzen -Ausdruck des Restes (83.) im (§. 8.), wenn a in k 
nicht aufgeht, nicht nothwendig Statt. 


10 . 

Der Fall, wenn a in k aufgeht, ist der, wenn die Differenzen- 
Reihe (9.) oder (14.) abbricht. Denn wenn, z. B. wie oben, k = ma ist, 
so ist das WI4-2 1 * Glied der Reihe Null und alle folgenden sind es, weil sie 
alle den Factor k — ma, = k — k — 0 enthalten. Mithin bleiben nur die 
fli-{-l ersten Glieder der Reihe, und sie läuft nicht ohne Eude fort. Die 
Grenzen -Ausdrücke (§.7. und 8.) für die allgemeine Taylorsche Reibe, die 
nur gelten, wenn a ein aliquoter Theil von k ist, finden also auch nur 
danu Statt, wenn die Reibe abbricht. 

Sollten sie auch für den Fall geltend gemacht werden, wo a nicht 
in k aufgeht und wo also die Reibe ohne Ende fortläuil, so mülste noch 
eine solche Bedingung hinzukommen, dafs in (§.4.) — px noth- 
wendig das nemliche Zeichen hat wie &px = — px, und zwar 

lur jeden Werth von x, von x bis x-\-k. 

Diese Bedingung wäre offenbar die, dafs nicht sowohl &px oder 
die Fläche zwischen derCurve, der Axe und den beiden zu x und x~\ -a 
gehörigen Ordinalen, sondern vielmehr die Ordinalen dieser Fläche, und 
folglich die Ordinalen ''überhaupt, von x bis x + k das Zeichen nicht än- 
dern dürfen, so dals also die Curve ganz, von B bis K, nur entweder 
über, oder nur unter der Axe läge; denn danu hat nicht blofs &px stets 
dasselbe Zeichen, sondern auch die ganze Fläche — px bat 

offenbar eben das Zeichen wie &px, und folglich finden dann die Aus- 
drücke der Grenzen des Restes in (§. 7 . und 8.) Statt. 

Die Ordinalen der Fläche px werden durch den Differential- 
Coefficienten dpx ausgedrückt. Man mülste also den Differential -Coef- 
fidenten dpx des Restes kennen, um an dem Ausdrucke desselben Zusehen, 
ob er sein Zeichen ändere, oder nicht 

Um denselben zu finden, müfste man entweder die Reihe (9. oder 14.) 
differentiiren , um daraus dQx zu nehmen, oder man müfste den Aus- 
druck (10.) des Restes selbst differentiiren. Eine Function differentiiren 
heilst aber nichts anders, als in derselben überall etwa ar+ß statt x setzen, 
vou dem Resultate die Function wieder abziehen, den Rest durch ß divi- 
diren und darauf ß = 0 setzen. Mau würde also den Differential -Coef- 
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ficienteu dtyx des Bestes ( px zunächst dadurch erhalten, dafs man überall 
x-f-ß statt x setzte und von dem Ergebnifs das Ursprüngliche wieder ab- 
zöge. Nun bedeutet eSFx, oder die n" Differenz von Fx, dafs x + a 
statt x in Fx gesetzt, Fx abgezogen, darauf wieder in dem Ergebnifs 
x + a gesetzt, das Ursprüngliche abgezogen, und so diese Operation nrnal 
wiederholt werden soll. Es ist aber offenbar gleichgültig, ob mau diese 
Operationen zuerst an Fx macht, darauf in dem Resultate uoch x-j-ß statt 
x setzt uud das Ursprüngliche davon wieder abziebf, oder ob man, umge- 
kehrt, erst in Fx selbst x-J-ß statt x setzt, davon Fx abzieht und an 
dem Reste die Operation mit a macht. Also ist allgemein 

84. ii'Fx = a*JFx, 


desgleichen auch für (14.) 

85. dD”y x = D"dy x . 

Diesemnach würde also, da d F(x -f- k) oder dFa = 0 ist, die Dif- 
ferentiation von (14.) Folgendes geben: 

86. dtyx = — dy x — k l Ddy x — k l D*dy x .... — k n D'dy x 

— Dy x dx l —D'y x dk J D n y x dk R . 

Die Differentiation des Ausdrucks des Restes selbst (10.) würde, da 

. /Fa — Fx\ d Fx . Fa — Fx Fa — Fx — ( a — x)dFx 

" V a — x / a — x ' (a — x ) 1 (a — x ) 1 


ist, 


88. dtyx = 


d[k.fc — a.Ar— 2a — na] n Fa — Fx 


2.3 .... na n 


. k.k — a .k — 2a ,..,k — na / Fa — Fx — (a — x)dFx \ 

2. 3.. ..na" \ (a — x)* / 

geben. 

Beide Ausdrücke von d<Px würden aber, sebou wegen der Diffe- 
rentiation der Facuitäten, sehr vern ickelt und also das Kennzeichen schwierig 
sein. Folglich würden die Grenz- Ausdrücke in (§. 7. uud 8.) für den Rest 
der Differenzen -Reihe, indem Falle dafs die Reihe ohne Ende fortläuft, im- 
mer nur wenig brauchbar sein. 

Sie sind gleichwohl au sich, obgleich sie nur für eine endliche Reihe 
gelten, immer noch interessant genug uud können vielfältig nützlich sein, 
da sich daraus, wenn mau nicht alle Glieder der Reihe berechnen will, die 
Summe der übrigen weggelassenen Glieder beurtheilen iäfist. 
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11 . 

(n dem Falle, wenn man das ganz willkürliche a gleich Null setzt, 
gebt die allgemeine Taylorsche oder Differenzen -Reihe (9. oder 14.) in 
die besondere oder eigentlich sogenannte Taylorsche oder Differential- 
Reihe (21.) über, und zwar unter den in (S- 2.) angezeigten Bedingun- 
gen (25.), anf die Weise, dafs allgemein 

89. d"Fx statt in (9.) oder d n y x statt D*y x in (14.) und 


90. 


fc* k.k — a.k — 2 a:.,.k—(n — l)a 

2737.77« a 2.3....« 

in (14.) oder auch statt (k — a)„ 


in (9.), 


oder statt k m 


geschrieben werden darf. 

Nun geht, wenn a = 0 ist, a in k immer auf. Also gelten für 
diesen Fall die Rest -Ausdrücke in (§. 6 . 7. 8 .) wirklich; auch in dem Falle, 
wenn die Reihe ohne Ende fortläuft. 


Sie sind alsdann gemäfs (89. und 90.) folgende. 

Erstlich , nach (§. 6 .). Der grölste und der kleinste Werth des ersten 
Gliedes 


91. 


*"+! 

2.3.... n + l 


rf" +, Far, 


auf die Weise genommen, dafs man x nur in d" +l Fx , nicht in A" +1 , von 
x bis ar-j-A veränderlich setzt, sind Grenzen für den Rest (fix oder für 

j^a 

die Summe aller auf das Glied ^-3 — — d n Fx folgenden Glieder, unter der 


Bedingung, dafs a k„ +l , oder auch 7^+' _ — — a )„ (62.), also hier 

^ 3 n , sein Zeichen nicht ändert, von 0 bis k; welche Bedingung aber 

von selbst erfüllt wird, wenn k nur positiv, oder nur negativ ist. 

Dieses ist die gewöhnliche Form des Rest - Ausdrucks. 

Zweitens, nach ($. 7.). Der gröfste und der kleinste Werth von 

auf die Weise genommen, dafs man x nur in k" , nicht in d n F(x + k), 
von x bis x-{-k, also k von k bis 0 sich verändern läfst, sind Grenzen 
für den Rest (fix, unter der Bedingung, dafs d" +l Fx sein Zeichen nicht 
ändert, von x bis x+k= a. Und da für Ä = 0 die Gröfae (92.) 0 ist, 
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so liegt der Best Oberhaupt 

93. zwischen 0 and — ( d H Fx — d*F(x+k}). 

«iu***«R 

Diese Art des Grenzen -Ausdrucks für die besondere Taylorscbe 
Reihe, so wie die analoge für die Differenzen -Reihe, ist meines Wissens 
bis jetzt nicht ausdrücklich bemerkt worden. 

Drittens nach (§. 8.). Der Ausdruck (83.), welcher hier, nemlich 
für a = 0, in 

94. <px — d* +l F(x+k— k) 

übergeht, giebt Grenzen für den Rest der Reihe dadurch, dafs die unbe- 
stimmte Gröfse k die Grenzen 0 und x nicht überschreiten darf, and unter 
der Bedingung, dafs Fx nur stetig sich verändere. 

In dieser Form bat insbesondere Caucby den Rest -Ausdruck auf- 
gestellt. 

12 . 

Obgleich nuu die Grenzen- Ausdrücke für die allgemeine Taylor- 
sche Reihe mit Differenzen, statt Differentialen, nur für den Fall gelten, 
wenn a in k aufgeht; also der Betrag des Restes der Reibe im All— 
geuieiueu nur in dem Falle sich schätzen läfst, wenn die Reibe abbricht, 
nicht wenn sie ohne Ende fortläufl: so ist gleichwohl die Reihe selbst, die 
immer in ihrer vollen Allgemeinheit Statt findet, es mag a in k aufgeben, 
oder nicht, zur Entwicklung von Functioneu häufig, und öfters vor- 
zugsweise anwendbar und nützlich, und giebt, was häufig der Fall ist, 
die Entwicklung leichter, als die besondere Taylorsche Reihe, und fast 
unmittelbar. Ob aber die gefundene Reibe convergire , oder nicht, 
kann man dann mit Hülfe der besondern Taylorseben Reihe beurtheilen. 
Denn wendet man beide Reihen auf eine und dieselbe Function an, so 
mufs man notbwendig auch eine und dieselbe Entwicklung erhalten, und 
folglich mufs das, was die Reihe mit Differenzen giebt, notbwendig rück- 
wärts auch die Ausdrücke der Differential -CoefBcienten (etwa in Bezie- 
hung auf die Veränderlichkeit eines andern Elementes der Function ge- 
nommen) enthalten und folglich diese Coefficienten unmittelbar geben. Die 
durch die Differenzen -Reihe gefundene Entwicklung mufs identisch zu- 
gleich die Reihe selbst sein, welche die besondere Taylorsche Reibe mit 
Differentialen gegeben haben würde, wenn man sich ihrer statt der Diffe- 
renzen -Reibe zur Entwicklung bedient hätte. Man kann also dann auch 
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oliue weiteres die Conyergenz der gefundenen Reibe nach den Kenn- 
zeichen (8. 11.) beurtheilen, es mag a in k aufgegangen sein oder nicht. 

Um dies näher zn erläutern, möge die Entwicklung einer beliebigen 
Potenz eines Binomiums , oder der sogenannte binomisch* Lehrsatz, zum 
Beispiel geuomroen werden. 

^ sei 95. Fx — u x 

nach dem allgemeinen Taylorscheu Satze mit Differenzen zu entwickeln. 

Man findet 

96. aFx, das helfet F(x -J- a) — Fx = u x+ ° — u x = «*(«“ — 1), 
and daraus folgt anmittelbar 

A*Fx =3 A Fx = AU x (V m — 1) = u*(u° — l), 

t l Fx ~ a.a'Fx — «*(«“ — 1)*, 

97. ^ a *Fx = a ,a 3 Fx = ts x (u a — l) 4 , 


a'Fx = u x (u’—iy'. 

Also ist zufolge der allgemeinen Entwicklungs - Reihe (9 ) 
98. F(x-\-k) =s «i*+‘ = u*.u l 

+ 


2.3a* 

k.k — a .... k — (n — l)a 
2.3 .... na * 

. k.k — a.k — 2a.. .. A: — na 
i « « A 


.... + 


(«“— 1)*] 

C — * — )■’ 


2.3 .... na” ~ V k 

und dieser Ausdruck findet in der böchsteu Allgemeinheit Statt, was auch 
immer u, x und k sein mögen: Rationales, Irrationales, oder selbst Imagi- 
näres; denn er ist nichts weiter als eine identische Verwandlung der zu 
entwickelnden Gröfise n x+i . 

Setzt mau hierin x = 0, so dafe u* == 1 ist, und ferner das ganz 
willkürliche a = l, so erhält man 

99. tt* = l+k(u— l)4-i^=l( tf ^l)* + **-* ! *- 2 (i,-i)* 


Setzt man endlich in diesem Ausdrucke 

100. «sal + i, 


so erhält man 

Cr«ll«'i Journal d.M. Bd. XXII. Hit. 3. 
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— i , I fr -*- 1 P ■ *.»-<.*-2 ß± 

V 1 " 1 * z) ~ li_ * + 2.3 2.3 **» 

, k.k— i.k — 2.... t— (« — 1) J?* 

2.3 .... n ' z n 

oder 

101. (2 + ß) 1 = 2 * + ***-'3 + «‘-’ß 5 + * - ~ 1 3 *~ 2 *‘- 3 ß 1 



ÄT.ÄT 1 •••• fc (ü 1) ji (\n 

2.3 .... n * * 

k.k— 1 ,k — 2 k — n k .f(z +ßf — **\. 

2.3 .... n \ D 


uud dieses ist der binomische Lehrsatz in der höchsten Allgemeinheit. 

Er ergiebt sich, wie man sieht, aus der allgemeinen Entwicklung»- 
reibe mit Differenzen unmittelbar, ohne alle Voraussetzung und Bedingung, 
bloCs durch eiue identische Verwandlung. 

Die Convergenz dieser Reihe kann nun freilich nicht allgemein nach 
den obigen Kennzeichen (6. 7. und 8.) beortbeilt werden, weil a = 1 ge- 
setzt worden ist und also, wenn k keine ganze Zahl ist, in k nicht auf- 
geht. Sie würde sich nur dann schätzen lassen, wenn die Reihe, wie es 
für einen ganzzahligen Exponenten k der Fall ist, abbricht. 

Aber offenbar würde man identisch auch Dasselbe für die Gröfse 
(2 + ß)* O01.) erhalten müssen, wenn man sich zur Entwicklung dersel- 
ben, statt der allgemeinen Taylorschen Reihe mit Differenzen, der beson- 
dere Taylorseben Reihe mit Differentialen (21.) bediente. 

Für diese Reihe würde hier 

102. x = z, Fx = s* und ß so viel als dort k sein. 

Also würde zufolge (21.) 

103. F(x + k) = (z + ß) 1 


s* + ßdz 1 + % d V -f- ^ d* 2 * 


+ 


2 
£»+i 


2.3 


d'z 1 


2.3 




U + ß)* — 

> 


sein. 


Nun ist aber dFz, oder hier dz 1 , nichts anders als 

Ül = fär a = o, 

a a 7 

das heilst, es ist 

104. dz 1 = — — ~ * für a = 0. 

a 
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Nach (101.) ist, a statt ß geschrieben, 

(*+*)* 


«75 


z* + kz l ~ l a + k ' k ^= - 


a? -f- 1 — ~ 1 :* 2 . . . . 


und dieses giebt 
106. (*+«)*-*» _ 


2 ~ - » 2.3 

, *.* — l.fc — 2. ...*_(« — 1) . . 

\ 27 3". ' . n z o ins Unend- 

liche, oder bis zu Ende, 


= ***-« + 


k.k — l.fc —2 




.... 


2 - ~ i 2 .3 

k.k-t.k-2 .... *-(„-!) 

2.3....« * “ 

also ist fflr a — 0, weil alle Glieder rechts, nach dem ersten, bis ins Un- 
endliche, oder wenn die Reibe abbricht, bis zu Ende, o zum Factor haben, 

107. — — — für a = 0, das heifst rfa* = Ar** -1 ; 

und zwar für jeden beliebigen Werth von k. 

Daraus folgt unmittelbar 

dz k ~ l s= k — l.** -5 , also d 2 z i = k.k — 1 . 2 i_J ; 

dz l ~ 2 = k — 2 . z i-J , also d i z k — k.k — 1 . k — 2.s 1-3 ; 

108. ( 

dz l ~ i - K ~ l) = (ä— ( n — also d" 2 * = k.k — 1 . k — 2 .... 

.... (* — (i* — 1))«*“" 

und dieses giebt, in (103.) gesetzt, 


109. (2 + ß ) 1 == z l + hz l ~ l ß + 




2*- J ß 5 + 


k.k—l.k—2 
2.3 1 


.1-3 




j * • * l.t — — (« 1) »ß* 

2* 3 «tu Ti 


B* H 




2.3 .... «-{-1 " V 

Diese Reihe für (2 -{- ß) 1 ist, wie gehörig, wieder genau dieselbe 
wie die (101.), welche die allgemeine Entwicklungsreihe mit Differenzen 
gab; nur mit dem Unterschiede, dafs der Rest jetzt anders ausgedrückt ist, 
und dafs der Werth desselben nunmehr geschätzt werden kann, weil jetzt 
x = 0 gesetzt worden ist; und zwar nach den Kennzeichen (§. 11.). 

Die allgemeine Entwicklungsreibe mit Differenzen statt Differentia- 
len hatte also hier allerdings ihren Nutzen. Sie gab die Reihe selbst, für 
(2+0)* unmittelbar, und darauf, vermittelst ihres Resultats, den Werth der 
Differential -CoefBcienten von 2 *, in Beziehung auf die Veränderung des 
andern Elements z oder u in Fx = u*, ebenfalls unmittelbar. 

Berlin im März 1839. 
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19 . 

Geometrische Eigenschaften einer Factorentafel. 

(Vou Herrn Professor A. F. Möbius in Leipzig.) 


jVlan theile die Ebene des Papiers durch horizontale und verticale Linien 
in quadratfbrmige Fächer. In die oberste horizoutale Fächerreihe schreibe 
man von der Rechten nach der Linken die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... in ihrer 
natürlichen Ordnung. Wir wollen diese Reihe die Hauptreihe nennen. In 
jedes Fach der darunter liegenden horizontalen Reihe schreibe man 1. In 
jedes Fach der nächstfolgenden Reibe, welches unter einer Zahl der Haupt- 
reihe liegt, die durch 2 theilbar ist, setze man 2. Eben so schreibe man 
in alle Fächer der folgenden Reihe, welche unter den durch 3 theilbaren 
Zahlen der Hauptreihe liegen, die Zahl 3; u. s. w. (Siehe Fig. 2.) 

Auf solche Weise erhält man eine Factorentafel , indem unter jede 
Zahl der Hauptreihe in verticaler Linie keine andern Zahlen als die Facto- 
ren jener Zahl, sie selbst and die Einheit mit gerechnet, zu stehen kommen. 

Eine solche Anordnung der Factoreu , die für die Praxis allerdings 
nicht die geeignetste, in theoretischer Hinsicht aber die naturgemäfsesle 
sein dürfte, besitzt nun zugleich mehrere merkwürdige geometrische Eigen- 
schaften. Die Entwicklung derselben ist der Zweck dieses Aufsatzes. 

Es werde deshalb vorläufig bemerkt, dafs, wenn im Folgenden gesagt 
wird, eine Linie gehe durch eine gewisse Zahl, oder eine Zahl liege in 
einer gewissen Linie, unter der Zahl immer nur der Mittelpunct des Fel- 
des verstanden werden soll, in welchem die Zahl sich befindet. Um fer- 
ner die unter sich gleichen Zahlen einer und derselben Horizontalreibe 
ihrem Orte nach von einander zu unterscheiden, soll hier im Texte an jede 
Zahl als Index noch die Zahl der Hauptreibe beigefügt werden, unter 
welcher erstere anzutreffen ist. Hiernach werden z. B. die Dreien in der 
8ten Reihe unter der Hauptreihe characterisirt durch 3o, 3,, 3«, 3 a u. s. w. , 
und allgemein die Zahl a in der aten Reibe durch a u , a a , a 2n , a 3a , .... 
a na , ...., weil sie unter den Zahlen 0, a, 2a, 3 a, .... ma, .... der 
Uauptreihe stehen. Zugleich siebt man hieraus, wie der Index einer ZaU 
immer sie selbst zum Factor hat und wie eine Zahl nnd ihr Index als 
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Ordinate und Abrisse des Mittelpunctes des Feldes der Zahl gelten kön- 
nen, indem man die horizontale Mittellinie der Hanptreihe znr Abcissenlinie, 
den Mittelpunct des Feldes, welches die Null enthält, zum Aufangspnncte 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems and die Seite eines der quadrat- 
formigen Felder znr Linien - Einheit wählt. 

Die Grund -Eigenschaft der Factorentafel, aus welcher sich alle übri- 
gen herleiten lassen, besteht nnn darin, dafs die Gerade dnrcb zwei Zahlen 
o* n nnd b nk in verschiedenen Horizontalreihen und die Gerade durch die 
gleichvielten in diesen Reihen darauf folgenden Zahlen a lm+rV> und b (n + r)i 
die Abcissenlinie in demselben Puncte treffen. 

In der Tbat haben die Zahlen a ma und a lm+r)a gleiche Ordinalen, 
= a, and die Differenz ihrer Abeissen ist = ra, d. h. jede von ihnen ist 
am eine Weite = a von der Abcissenlinie entfernt, und ihr gegenseitiger 
Abstand ist = ra. Eben so ist jede der Zahlen b„ 6 nnd um b von 

der Abcissenlinie entfernt, und ihr gegenseitiger Abstand ist = rb. Eis 
verhalten sich daher ihre gegenseitigen Abstände ra und rb wie ihre Entfer- 
nungen a und b von der Abcissenlinie; woraus das Uebrige von selbst dielst. 

Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dafs, wenn drei oder mehrere 
an sich verschiedene Zahlen in vier Geraden sind, man wiederum auf Zah- 
len in einer Geraden kommen wird, wenn mau von jeder der erstem in 
ihrer Horizontalreihe um gleichviel Zahlen nach einerlei Seite zu weiter 
geht, nnd dafs beide Geraden sich in der Abcissenlinie schneiden. So müs- 
sen Z.B., weil die Zahlen 1„, 2„, 3„ 4t>, ... in einer Verticale unter dem 
Nollpuncte liegen, auch die Zahlen 

• 1,, 2,, 3,, 4«, 

desgleichen 1,, 2«, 3«, 4, , .... ' 

1j* 2g, 3 S , 4 m .... 

U. 8. W. U. 8. W. 

in Geraden liegen, welche sämmtlich auf den Nullpunct treffen. Man sieht 
hieraus, wie alle Zahlen der Tafel in Reihen, deren jede die Zahlen 1, 
2, 3, .... in der natürlichen Folge enthält, und welche vom Nollpuncte 
divergirend ausgehen, sich zusammennehmen lassen. Auch bieten sich diese 
Reihen beim ersten Anblicke der Tafel dar. 

Die unter einer Zahl der Hauptreibe, etwa unter 8, stehenden Zah- 
len 1 ( , 2 g , 4 a , 8 S oder lg,,, 2«.*, 4,. 4 , 8,., sind die Factoren jener Zahl 8. 
Es müssen daher mit 8 in gerader Linie auch die Zahlen . 
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Its+^l » 2 (t+r) i , 4 (H ,)4 , 8(l+r)8 

sein, und keine andern; also, wenn wir r nach und nach = — 2 , — 1 , 
1, 2, .... setzen, die Zahlen 

lfl, 2, , 4„; 1, , 2 # , 4 4 , So? 

lg , 2 ,d , 4ji, 8 ,.; Iw* 2 1S , 4,$ , 844 ; u. s. w« 

Eine Gerade, die man durch eine Zahl ( 8 ) der Hauplreihe und cinea 
ihrer Factoreu zieht, — stehe dieser vertical unter ihr, oder seitwärts (2«), — 
trifft daher auch die übrigen Factoren ( 1 , 0 , 4, e , 8 „), und keine anderen 
Zahlen; oder was zum Theil dasselbe sagt: Eine Gerade, gelegt durch 
irgend eine Zahl a ma der Tafel und durch eine der Zahlen der Hauptreibe, 
welche ein Vielfaches von a ist, wie ab, trifft die vervielfachende Zahl 6 „ 4 . 

Der CoefTicient n im Index nb von b ist offenbar eine von a t b und 
i/i abhängige Zahl. Um diese Abhängigkeit zu bestimmen, erwäge man, 
dafs mit der Zahl ab der Ilauptreihe die Zahlen a ba und b ah ebenfalls io 
einer Geraden liegen, nämlich in einer Verticalen, weil die Indices letzte- 
rer Zahlen der Zahl ab der Hauptreibe selbst gleich sind. Es müssen da- 
her in der horizontalen Reibe der a zwischen a ba und a m „ eben so viele a, 
als b in der Reihe der b zwischen b ab und b Hb , Vorkommen, d. h. es mnfs 
m — b — n — a sein, wodurch n — — b wird. Die Gerade durch die 

Zahl a ma und durch ihr Vielfaches ab in der Hauptreibe, trifft demnach die 
vervielfachende Zahl A m+ „_g ;4 . 

Die Geraden, welche die Zahl a ma mit den Zahlen lo, 2 a, 3a, ... 
... ua, .... der Hauptreihe verbinden, treffen daher resp. die Zalden 

1 m-f-a— 1 , 2( m ^. n _,)j , );j, .... Oma, ®t®* 

Man kann die somit uach ihrer Stellung in der Tafel bestimmten 
Zahlen 1, 2, 3, 4, .... die zur Zahl a ma gehörigen Zahlen nennen. Sie 
gehören ihr aber nach dem Gesetze zu, dafs eine Gerade, welche eine der 
erstem mit der letztem verbindet, die Hauptreihe in dem Producte beider 
trifft; wobei noch zu bemerken ist, dafs die zu a ma gehörige Zahl a auch 
dem Orte nach mit ersterer zusammenfällt 

Soll die Zahl b ni zur Zahl a ma gehören, so mufs, dem Vorigen zu- 
folge, m -f - a = n -f - b sein; und eben so mufs, wenn a ma nnd zusam- 
mengehörige Zahlen sein sollen, m a t= p c sein. Gehört demnach 
jede von zwei Zahlen b mb und c pe zu einer und derselben dritten a ma , so 
ist auch n -f-ö = und sie gehören folglich auch zu einander; oder 

mit andern Worten: wenn die zwei Geraden, welche eine Zahl a der 
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Tafel mit zwei andern Zahlen b uud c derselben verbinden, die Hauptreibe 
in den Producten ab und ac treffen, so begegnet anch die Gerade durch 
b und c der Hauptreihe in dem Producte bc. 

Hiernach Bind je zwei Zahlen der Reihe ( A .) zusammengehörige 
Zahlen, da jede von ihnen zu «*, gehört, und die Reihe besitzt folglich 
die merkwürdige Eigenschaft, dafs die Gerade, welche irgend zwei Zahlen 
derselben verbindet, die Hauptreihe stets in dem Producte der Zahlen trifft. 

Dergleichen Reiben sind, wenn man m-\-a nach und nach = 6,7,8 

setzt: 

(fl.) 1>, 2g, 3«, 4 8 , 5$, 6u| 

<*.) 1*» 2,g, 3 U , 4,i, 5,o, 6o, 7„; 

(c.) 1,, 2, 2 , 3 , 5 , 4,e, 5,s, 6,j, 7,, 8o» 

Schon hieraus erhellet zur Genüge, dafs man in solchen Reihen alle 
Zahlen der Tafel znsammenfassen kann, und dafs dabei keine Zahl zwei 
oder mehreren Reihen gemeinschaftlich ist Denn aus den Zahlen der 

Reihe (a) ergeben sich die von (b), und aus letztem die von (c), wenn 
man die Indices von 1, 2, 3, .... resp. um 1, 2, 3, .... vergröfsert, d. b. 
wenn mau statt jeder Zahl die ihr in der Horizontalreibe, worin sie steht, 
zunächst folgende setzt 

Was noch die geometrische Gestalt der Reihe (A.) anlangt, so läfst 
sich leicht zeigen, dafs alle ihre Zahlen durch eine Parabel verbunden 
werden können. Da nämlich der Ort einer Zahl durch die Zahl selbst als 
Ordinate (y) und durch ihren Iudex als Abscisse (x) bestimmt wird, so 
hat man zufolge des allgemeinen Ausdruckes für eine Zahl der Reihe: 

y =s b, x = (c — b)b, 

wo der Kürze wegen c statt des vorigen m-f a gesetzt worden ist. Hieraus 
folgt aber, nach Elimination des veränderlichen b: 

x ss cy — yy oder x — J cc = — (Je — yf, 

welches die Gleichung für eine Parabel ist, deren Parameter = 1, =3 der 
Seite eines der quadratforraigen Felder der Tafel, deren Axe parallel mit 
der Abscissenline, d. i. mit der Hauptreihe ist und nach der entgegenge- 
setzten Richtung derselben läuft und deren Scheitel die Coordinaten 
artt=Jcc und y = Jc bat. 

Alle Zahlen der Tafel lassen sich demnach in Parabeln zusammeu- 
fassen, deren jede die Zahlen von 1 an in ihrer natürlichen Folge 
enthält. Jede dieser Parabeln hat einen Parameter = 1 und eine der 
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Hauptreihe parallele Axe, und gebt durch den Nullpunct der Hauptreibe. 
Alle zu einer und derselben Parabel gehörigen Zahlen sind aber so ge- 
stellt, dafs die durch irgend zwei derselben gelegte Gerade die Hauptreihe 
in dem Producte beider trifft , und dafs folglich, wenn man eine Zahl 
mit ihr selbst verbindet, d. b. in dem Puncte der Zahl an die Parabel 
eine Tangente legt, dieselbe der Hauptreihe in dem Quadrate der 
Zahl begegnet*). 

Das letztere Resultat kann auch unmittelbar ans folgendem leicht 
erweislichen Satze hergeleitet werden. Zieht man in der Ebene einer 
Parabel zwei Geraden, von denen die eine parallel mit der Axe ist und 
daher die Parabel nur in einem Puncte C schneidet, die andere der Para- 
bel in zwei Puncten A und B und der erstem Geraden im Puncte D be- 
gegnet, so ist das Product aus den Entfernungen der Puncte A und B 
von der erstem Geraden gleich dem Producte aus dem Abschnitte CD der 
erstem in den Parameter. 

Mit Hälfe dieses Salzes erhellet zugleich uoch die Richtigkeit des 
folgenden, welcher als der duale Gegensatz des vorhin gewonnenen Re- 
sultats angesehen werden kann: V 

Alle Zahlen der Tafel lassen sich in geraden Linien zusammen- 
fassen, deren jede die Zahlen von 1 an in ihrer natürlichen Folge 
enthält. Jede dieser Geraden geht durch den Nullpunct der Haupt- 
reihe. Alle zu einer und derselben Geraden gehörigen Zahlen sind 
aber so gestellt, dafs eine durch irgend zwei derselben gelegte Parabel, 
welche eiuen Parameter <= 1 und eine der Hauptreihe parallele Axe 

*) Man könnte hiernach eine Parabel in Verbindung mit einer Geraden, beide 
auf die oben beschriebene Weise eingethcilt, auch als Multiplicationsmaschine 
benutzen. Ein Linea), gelegt durch die Thcilpuncte der Parabel, an welchem die Facto- 
ren stehen, würde die Gerade in dem Theilpuncte des Products treffen. 

Bei dieser Gelegenheit mag noch bemerkt werden, dats zu demselben Zwecke 
statt der Parabel auch zwei Geraden, die eine für den einen, die andere für den an- 
dern Factor, angewendet werden könnten. Es gründet sich dieses darauf, dals man, 
wenn die drei Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks von einer vierten Geraden resp. 
in F, G, H geschnitten werden und 

BF . CG _ BH 
CP = AG~ e > AU ~ h 

gesetzt wird ? fg = h hat. Schreibt man daher an jeden Pnnct F der Linie BC 
die durch seine Lage gegen B und C bestimmte Zahl /; eben so an jeden Punct G 
der Liuicn CA die Zahl e, und an jeden Punct H der Linie AB die Zahl A, so wird 
ein durch irgend zwei Zahlen der* Linien BC und CA gelegtes Lineal die Linie -AH 
stets io dem Producte dieser Zahlen schneiden. 
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bat, die Hauptreibe in dem Producte beider trifft, und dafs folglich, 
wenn man eine Parabel von derselben Gröfse und Lage gegen die 
Hauptreihe, berührend an eine der geradlinigen Reiben legt, sie der 
Hauptreihe in dem Quadrate der Zahl begegnet, in welcher sie die 
geradlinige berührt. 

Zusätze. A. Da die Coordinaten des Scheitels einer der zuerst 
gedachten Parabeln x—^cc und y = | c sind, so liegen die Scheitel aller 
dieser Parabeln wiederum in einer Parabel, deren Gleichung xt=yy ist, 
also in einer Parabel, deren Parameter gleichfalls = 1 ist, deren Axe mit 
der Abscissenliuie zusammenfällt und die positive Richtung, also die ent- 
gegengesetzte der Axen der vorigen Parabeln, hat, und dereu Scheitel 
der Nullpunct ist 

li. Für die vorigen Parabeln bat c die Werthe 1, 2, 3 ...., und 
es werden daher die Scheitel derjenigen unter ihnen auf Zahlen der Tafel 
fallen, für welche c eine gerade Zahl ist Diese Tafelzahlen sind: 

(tt.) Qu, 1,» 2 4 , 3g, 4,8, .... 
für c = 0, 2, 4, 6, 8. 

Hiermit haben wir zugleich eine neue Reihe (a) von Zahlen kennen 
gelernt, welche eine Parabel bilden. 

C. So wie aus den Zahlen einer der vorigen Parabeln die Zahlen 
der nächstfolgenden oder vorhergehenden gefuuden wurden, indem der In- 
dex jeder Zahl um die Zahl selbst vermehrt oder vermindert wurde, so 
können wir auch aus der Reihe (a.) ueue Reihen in Parabeln liegender 
Zahlen ableiten. Die ans der Vermehrung der Indices entstehenden Rei- 
hen sind: 


1», 2*, 3„, 4ju , •••*; 

lj, 2 8 , 

3, s , 4,4, 1 ...; u. s. w. 

die aus der Verminderung entstehenden: 


1», 2,, 3 e , 4„, ••••) 

2 0 , 

3,, 4,, u. s. w. 

und allgemein: 



<ß) 1«+», 

2«'+3>l» 



wo c auch negativ genommen werden kann; nur dürfen dadurch die In- 
dices nicht negativ werden, so lange wir nicht die Grenzen der im Vori- 
gen construirteu Tafel überschreiten wollen. 

Wie man siebt, werden auch durch diese Reihen alle Zahlen der 
Tafel erschöpft. Die allgemeine Gleichung ihrer Parabeln ist: 
x = cy + yy oder = (lc + y) 3 .' 
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Von allen Parabeln dieses neuen Systems sind daher die Parameter 
gleichfalls = 1 ; die Axen sind mit der Abscissenlinie parallel nnd haben 
die positive Richtung derselben! von den Scheiteln sind die Cooordinaten 
xs = — }cc, y=s — £ c, die Scheitel selbst liegen daher in einer Parabel, 
deren Gleichung yy = — x ist und fallen somit über die Grenze unserer 
Tafel hinaus; endlich gehen auch hier sämmtliche Parabeln, verlängert, 
durch den Nullpunct. 

D. Um uns von der gegenseitigen Beziehung zwischen diesem 
neuen nnd dem vorigen Systeme von Parabeln eine anschaulichere Vor- 
stellung zu verschaffen, wollen wir uns zwei Parabeln N und P denken, 
deren jede einen Parameter =1 bat, deren Axen in die Abscisseulinie 
fallen, die der 2V in die negative Seite, die der P in die positive, und 
welche den Anfangspunct der Abscissen zum gemeinschaftlichen Scheitel 
haben. Wird itou die Parabel N so fortbewegt, dafs ihre Axe sich paral- 
lel bleibt und ihr Scheitel in der Parabel P fortgeht, so kommt sie nach 
und nach in die Lage aller Parabeln des ersten Systems; wird aber die 
Parabel P parallel mit sich fortbewegt, so dafs ihr Scheitel die Parabel 2V 
beschreibt, so coincidirt sie nach und nach mit allen Parabeln des zweiten 
Systems. 

E. Da die Parabeln des zweiten Systems eben so gegen die nega- 
tive Seite der Abscissenlinie gelegen sind, wie die des ersten Systems ge- 
gen die positive Seite, so wird eine Gerade durch zwei Zahlen der Tafel, 
die zu einer Parabel des zweiten Systems gehören, der Abscissenlinie in 
ihrer Verlängerung über den Nullpunct nach der Linken begegnen, und 
zwar ebenfalls in dem Producte der beiden Zahlen, wenn die Zahlen der 
Hauptreihe über Null hinaus nach der Linken weiter fortgesetzt werden. 

F. Aufser den bisher betrachteten zwei Systemen von Parabeln 
lassen sich die Zahlen der Tafel noch auf unzählig viele andere Arten in 
Parabeln von kleinern Parametern zusammenfassen. Dies zeigt sich am 
leichtesten, wenn man die geradlinige Reihe 

0. C\,, 1(, 2 ic , 3 }c , .... Oact • • . . 

mit der parabolischen Reihe 

1. 0 U , 1(^-1, .... — a ) ) .... 

vergleicht. Man erkennt sogleich, dafs man von den Zahlen 1, 2, 3, .... 
der Reihe 0. zu denselben Zahlen der Reihe 1. gelangt, wenn man in den 
horizontalen Reihen dieser Zahlen um 1, 4, 9, .... aa, .... Felder weiter 
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zurückgeht. Man kann nnn nach demselben Gesetz ans der Reihe I. eine 
dritte II., ans dieser eine vierte III. n. s. w. ableiten. Dies giebt die Reiben: 


II. 

Gu, lf.j , 

2*c*-«)* 


• • • * ß«(c-3 a)» 

III. G)> 1 c— 1 J 
und überhaupt: 

2j(o-6)> 

3j(«-8), 

.... Oa(e_ ja) , 

M. 

Gu* lf— ■» 


3 J(c-lm) , 

• • • • a a{( q w* 


Es erhellet ferner ohne weiteres, dafs nicht blofs die erste und 
zweite Reihe, sondern anch jede der übrigen fähig ist, alle Zahlen der 
Tafel erschöpfend darzustellen, indem man nämlich für c nach und nach 
alle Zahlen setzt, für welche man positive Indices erhält. 

Um die Cnrven zu bestimmen, die sich durch die Zahlen der Reihen 
D., III., .... ziehen lassen, nehme man das allgemeine Glied a ale ^, m) der 
»iteu Reihe, setze, wie im Vorigen, die Zahl desselben a = y, seinen In- 
dex a(c — am) = x, nnd eliminire hieraus a. Dies giebt die Gleichung 

x = cy-myy oder 

Von jeder der Reihen, die sich aus (M.) für die verschiedenen Wer- 
the von c ergeben, liegen demnach die Zahlen in einer Parabel, deren Axe, 
wie bei dem im Obigen zuerst betrachteten Systeme, der Abscissenlinie nach 
entgegengesetzter Richtung parallel ist. Der Parameter jeder dieser Para- 
beln ist dem mten Tbeile der Seite eines Feldes gleich, und die Coordi- 

naten des Scheitels sind = und y = i~> Hieraus folgt, nach Eli- 
mination von c, yy=t^, als die Gleichung für die Curve der Schei- 
tel. Die Scheitel sämmtlicher Parabeln liegen daher in einer Parabel, die 
ihnen gleich ist, aber die entgegengesetzte Lage bat, und deren Scheitel 
in den Anfangspunct fällt. 

Endlich ist nach dem oben angeführten Satze von der Parabel das 
Product aus zwei Zahlen der Reihe (M.) gleich dem Producte aus dem Para- 
meter in die Zahl der Hauptreibe, in welcher die H. Reibe von einer durch 
erstere beide Zahlen gelegten Geraden geschnitten wird; d. h. die Haupt- 
reihe wird von dieser Geraden in dem wifachen des Productes der beiden 
Zahlen geschnitten. 

So liegen z. ß. die Zahlen jeder der durch II. dargestellteu Reihen 
in einer Parabel, deren Parameter ist. Diejenige dieser Reihen, für 
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welche c = ll ist, besteht aas den Zahlen 

Ooj 1«> 2 m , 3 5 j, 

und es wird daher z. B. die Gerade darch 2,« and 3 U die Hanptreihe in 
dem doppelten Prodacte aas 2 in 3, d. i. in 12 treffen. 

G. Eben so, wie jetzt ans den Reihen 0. and I. die folgenden 
H., .... M hergeleitet worden, kann man auch in entgegengesetz- 

ter Richtung za neuen Reihen I*., II*., .... M*., .... forigehen, von 
denen jede aus der vorhergehenden, I*. aas 0., II*. aus I*., n. s. w. auf 
gleiche Art, wie 0. aus I., entspringt. Die Reihen I*. and M*. werden 
hiernach sein: 

I*. Oy, lr+i, .... .... 

M . Oy, lofm, • • » • ) • • • • 

Die Reihe 1*. ist folglich einerlei mit der obigen (3.), so dafs das System 
von Reihen, welches man aus I*. für die verschiedenen Werthe von c er- 
hält, dasselbe ist, welches wir oben als das zweite bezeichneten. Hinsicht- 
lich der (ihrigen Reihen reicht es hin za bemerken, dafs M*. zu M. in der- 
selben Beziehung wie I*. zu I. steht. 
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II. 

De formatione et proprietatibus Determinautium. 

yUtrC' 

(AucL C. G. J. Jacobi prof. ord. malli. Regiom.) 


1. 

Sunt quidem notissimi Algorilhmi, qnl aequationum Iinearium litteralium re- 
solutioni inserviuiit. Neque tarnen video eorum proprietates praecipuas, ita 
breviter enarratas atque in conspectum positas esse, quantum optare debe- 
mus propter earnm in gravissimis qnaestionibus Analytieis usum. Scilicet 
illae proprietates quamvis elementares non omnes ita tritae sunt, ut quas 
iudemonstratas relinquere deceat et valde molestum est earum demonstratio- 
nibus altiorum ratiociniorum decursum interrumpere. Cni defectui bic sup- 
plere volo quo commodius in aliis commentationibus ad banc recurrere pos- 
sim; nentiquam vero mihi propono totam iilarn materiam absolvere. Adjeci 
sub finem Propositiones quasdam ad Metbodum miuimorum Ouadratorum 
pertinentes, quibus explicetur quomodo incognitarum valores eorumque Pon- 
dera, Metbodo illa determinatd, pendeant a diversis valoribus et ponderibus 
quae obtinentur pro diversis Combinationibns numeri Observationum unmero 
incognitarum aequalis, qqi earum d etenninationi sufficit Quae ad mn^p n ir^ip 
i nutilia, J facere tarnen possunt ad naturam illorum valorum et Ponderum me- 
lius cognoscendam. 


2 . 

Proponatur prodnctum conflatum ex omuibus j" 1 ■ differentiis n -f- 1 
quantitatum Ou, a,, .... a„, 

P ~ (®1 flu) (flj flj) (flj *~ flu) • • • • (fl. — - fl,) 

(«, — fli) («3 — a,) .... (o„ — a.) 

(flj — - fli) .... (fl. — o,) 

ft 

(ö. — fl._,) ; 

quod productum omnimodis permutando quautitates a t valorem absolutura 
mutare non potest, sed aut valorem eundem servat aut in oppositum abit. 
Vocemus eas indicum 0, 1, .... n Permulatioues, pro quibus P valorem 
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eundem aervat, positivas; eas, pro quibus P valorem oppositum indait, ne~ 
gativas^ sive priores dicamus pertinere ad classem posilivotn Permutattonuaty 
posteriores ad classem negativam. Biuis propositis Permutationibus quibus- 
cunque, certa exstabit Permutatio, qua post alteram adhibita altera prodit 
Pertinebunt duae Permutationes propositae ad classem eandem aut ad 
classes opposilas , prout Permutatio , qua altera ex altera oblinetur, ad 
classem positivam aut negativam pertinet. Tribus enim Permutationibos 
abeat P respective in cP, e'P, s"P, ipsia s, e', e" denotantibos ±1; si 
secunda Permutatio post priniam adhibetur, abit P suceessive in eP t s.s'P; 
unde si secundam Permutationem post primara adhibendo nascitur tertia, fit 

e'' = te\ 

Eine prout «' aut +1 aut — 1, boc est prout Permutatio qua ter- 
tia e prima oblinetur ad classem positivam aut negativam pertinet, Permu- 
tationes prima et tertia ad classem eandem aut oppositam pertinent, et vice 
versa. Sequitur ex antecc., Permutationes ad eandem classem pertinentes, 
si nova fiat Permutatio, aut cunctas simul in eadem classe mauere aut 
cunctas simul in alteram classem transire. Scilicet fit illud aut hoc, prout 
Permutatio ad classem positivam aut negativam pertinet. Si plures Per- 
mutationes aliae post alias adhibentur, diversae nasci possuut Permutationes 
pro diverso quo aliae post alias adbibeutur ordine. Etenim Permutatione 
aliqua loco 0, 1, 2 etc. ponatur i, «„ h etc. atque alia quadam Permuta- 
tione k u , k n kj etc.} seeuuda post primam adhibita, ipsorum 0, I, 2 etc. 
locum occupabunt 

ki , , k ilt k it etc., 

prima vero post secundum adhibita, 

**„> •*!» **» etC- 

neque necessarium est fieri 

= »W 

At prorsus eadem metbodo, qua Propositio praecedens, demonstratur, Per- 
mutationes diversas quae nascanlur pro diverso ordine quo Permutatio- 
nes complures aliae post alias adtnbentur ad eandem pertinere classem . 

» Designantibus i et i' binos iudices quoscunque, productum P sic ex- 

hibere licet: 

P = +(«, — a„).n(a*— a,)(a k — a,.).ri(o*— o*), 

siquidem designant 

n(a 4 — a,)(o*— o j( ), ri(aj— fliO 
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producta otnniom ipsius P factorum (a k — a,)(a k — a-J) vel a t — a iM qui ob- 
tinentur tribuendo ipsi k vel atrique k, k' valores ab i et «' diversos. 
Quae duo producta alterom ipsorum i, «' respectu symmetricum est alterum 
iis vacat uude permutando iudices i et *' non mutantur. Contra ex per- 
mutatione factor singularis fl; — ö,< valorem oppositum induit; unde ipsum 
produc/um propositum P permutando btnos indices valorem opposittun 
induit. Duorum igitur indicum commutatio est Permutatio negativa, unde 
Permutationes positivae si denuo bini indices commutantur cunctae in ne- 
gativas, negativae cunctke in positivas transeunt. 

Reciprocas vocare licet biuas Permutationes, quibus altera post alte- 
. ram adhibitis positio primitiva non mutatur. Statuamus Permutatione aliqua 
loco 0 , 1 , 2 etc. poni » u , i,, h etc.} erit Permutatio reciproca qua 0 , 1 , 2 
etc. loco r u , »j, »j etc. ponitur. Biuae Permutationes reciprocae ad eandem 
classcm pertinent, cum altera post alteram adbibita ipsum P non mutetur. 

3 . 

Ut cognoscatur an Permutatio proposita sit positiva an negativa, 
variae assignari possunt regulae. Statuamus indicibus permutatis loco 

0 , 1 , 2 .... n 

respective positos esse 

tu *i» *i .... t,, 

ac quaeratur an hac permutatione productum P immutatum maueat an signum 
mutet. Producti P factores singuli ita exhibiti sunt ut elementum rninore 
indicc affectum de elemeuto maiore Indice afiecto detrahatur. Itaqtie si r 
et » bini sunt indicum 0, 1, 2 .... », atque r<>, erit ipsius P factor • 

a. — fl r 

qui factor permutatione assignata abit in 

\—°-r 

qui et ipse seu illi oppositus erit inter ipsius P factores prout i, > r aut 

i,<;r. Itaque si in serie numerorum, 

• • • • 

*X> *1 .... I«, 

m vicibus evenit ut post numerum aliquem i r invenietur minor numerus »,, 
totidem vicibus producti P factor aliquis signum mutat sive Permutalion# 
iudicata mutatur P in 

(-1)“P, 

eritque Permutatio positiva aut negativa prout m par aut impar est. Quam 
regulam olim Cd. Cramer dedit, Ul. Laplace demonstravit. 

37 * 
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Sint 

*oy *1» *a •••• '* 

quicnnque iadicam 0, 1, 2 .... n — 1, ac cousideremus eam Permutatio- 
nem qua mutatur i„ in «, , i L in t 3 etc. ac postremo t m iu i u . Ad eandem 
Permutationem pervenimus, si priraura i, cum # 0 deinde i cum *, etc. 
postremo i 0 cum i m commutamus. (Jude una illa Permutatio oblinetur m 
vicibus commutando duo elemeuta ideoque cst Permutaüo positiva aut nega- 
tiva prout m par aut impar sive prout indicum uumerus m -f- 1 impar aut 
par est 

Ponamus Permutatione nliqua proposita quacunque mutari indices 
i, in *,, », in i 2 , i t in i, ac generaliter ij_i in t t : pervenitnr tandem ad 
indicem i m qui in i u mutatur, ueque antea ad aliquem praecedentinm indicum 
reditur. Ponamus enim in serie indicum *, .... inveniri indicem i x 

qui in indicem aliquem praecedentem t t mutetur; cum Permutatione quacun- 
que unus tantum iudex iu datum quendam indicem mutetur, fieri debet i x 
sss * t _, ideoque etiam = h -2 — h-i et ita porro usque dum ha- 

beatur = i^. Unde fit = » m , ideoque indicem « it qui iu indicem 

aliquem praecedentem i t mutatur, semper autecedit index t m qui in >u rau- 
tatur. Si indices i u , i t .... i„ non euuetos effingunt indices 0, 1,2 .... n, 
et Permutatione proposita reliqui indices quoque inter se commutantur: sit 
eorum aliquis A U} rursus babetur cj/clus indicum 

Aq , Ä, , A, .... A| , 


qui Permutatione proposita quilibet in proxime sequentem, Ultimos in primnm 
mutantur. Si ita pergimus usque dura omnes indices exbauriantur, patet 
pro unaquaque Permutatione indices una quadam et necessaria ratione dis- 
poni posse in cyclos, ita ut indices in singulos cyclos dispositi ea Permu- 
tatione quilibet in proxime sequentem, ultimus in primuin abeat. 

Proposita Permutatione aliqua, disponantur secundum antecedentia in- 
dices 0, 1, 2 .... n in cyclos, quorum numerus sit p singulique cycli re- 
spective formeutur 

y j .... CLp 


Judicibus ita ut sit 

Oi -{- ctj otj .... “t-Op — n + l. 

Si cyclus aliquis unico indice constat sive antecedcutium numerorum a, etc. 
aliquis uuitali aequalis est, iudex ille non in alium neque alius in eum mu- 
tatur. Cuilibet cyclo fc iudicibus constauti vidimus respondere Permutatio- 


Digitized by Google 



II. C. C. J. Jaeobi, dt formationt et proprietalibus Determinantium. 289 

nem quae obtineri potest k — 1 vicibus duos iudices int er se commutaudo. 
Unde Permutatio proposita obtineri potest, 

.... — C6p — p es n -f- l~p 

vicibus duo eiementa inter se permutando #). Unde Permutatio proposita 
est positiva aut negativa prout n- fl — p par aut impar est sive prout de- 
trahendo de nvmero indicum numerum cyclorum in quos indices Per-, 
mulatione proposita discedunt, residuum par aut impar fit. Hane pul- 
cbram regulam qua Permutatio proposita positiva au negativa sit cognosca- 
tur, dedit ill. Cauchy (Ec. Pol cah. 17. p. 41). 


4. 

Propositis (n -f l) 1 quantitatibus 

»k » 

in quibus indices et superiores i et inferiores k valores omnes 0,1,2.,..» 
indnant, producatur terminus 

OflloT .... 

ex eoque numerus 1.2.3 .... (n-f-1) terminorum similiom formctor indi- 
ces aut superiores aut inferiores omnimodis inter se permutando. Siugulis 
deinde terminis siguum aut positivum aut negativum praefigatur, prout Per- 
mutationes quibus e termino aa\<& .... a { ? obtinentur positiva aut ne- 
gativa sunt, omniumque 1.2.3.... (n-f-1) terminorum suis signis accepto- 
rura fiat Aggregatum, quod designabo per 

R = 2 ± a a\ üj .... a™. 

Eiusmodi Aggregatum R praeunte ill. Gauss aliisque Delerminans appel- 
labo, ipsas quantitativ a'C Determinantis eiementa et cum ipsius R terminus 
quilibet e n -f 1 elementis producatur ipsum R dicam Determinans n-f 1'* 
gradus. 

Quilibet Determiuantis R terminus 

_ • _« J*) 

a k Op Ok* ... . « lW 


fe ) Patet Riraul , paucioribus commutationibus duorum clementorum Permutationem 
propositam obtineri non posse. 

•«) Indiccm (0) in gcnere nonscribo ita ut a (i >, a v a loco <4°, af*, <4° ponatur 
vol quanli tates a (i) , cn, a respectivc dicantur inferiore aut superiore aut utroquc in- 
dicc (0) aflecli. 
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e termino a 0 a[ a'i .... «£* duplici modo obtineri potest, sive loco indi— 
cum inferiorum 0, 1, 2 .... n poneudo respective k, K, k" .... sive 

poneudo 0, 1, 2 .... n loco indicum superiorum k , k\ k" .... Quae 

Permutationes sunt reciprocae ideoque ad eaudem classem pertinent} nnde 
Determinantis termini iisdem signis afficiuntur, regula siguorum apposita sive 
inferiorum sive superiorum indicum permutationibus adbibealur. Cum nova 
Permutatioue quacunque facta eiusdem classis Permutationes simul omnes 
in eadem classe maneant sive omnes simul in oppositam classem transeant, 
sequitur, quacunque indicum superiorum inferiorumve Permututione De- 
terminans aut non mutari aut valorem oppositum induere. Porro cum 
biuorum indicum Permutatione classis Permutationum positiva in negativam, 
negativa in positivam abeat, sequitur binos quoscunque sive superior es sive 
inferiores indices permutando Determinans valorem oppositum induere. 
Quae Determinantis proprietas principalis et characteristica esL Cnde baec 
altera fluit propositio fundamentalis , evanescere Determinans quoties bini 
indices sive superiores sive inferiores inter se aequales existant, siquidem 
breviter indices inter se aequales dicimus ubi quaulitates iis affectae aequa- 
les sunt Scilicet si duo indices inter se aequales sunt, eorum permutatione 
nibil mutatur, qua tarnen permutatione cum per proprietatem characteristicam 
Determinans in valorem oppositum abeat, üeri debet R = — R sive R = 0. 


Adnotamus Casus quosdam speciales quibus Determinantia in simpli- 
ciorem formam sive etiam in unicum terminum redennt. Exhibito Determi- 
nante R sequente modo, 

]• Al — 2^ jr • • • • • • • • j 

nbi ni< C»; ponamus pro omnibus ipsius i valoribus 

0 , 1 , 2 , .... t/t • 1 , 

esse 

2. <T = = a? = 0. 

Reiiciendo Determinantis terminos evanescentes, ii tantum remanent termini, 

± OiOi, >...aJ.... 

I » 

in quibus indices inferiores, 

;«+> .•* 

1 > 1 9 • • • • * i 
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conveniunt cum numeris 

tn, m -f- 1 , .... n; 


ordinis respectu non faabito. Nam si indicnm i“, * m+1 etc. vel unus ae- 
quaret aliquem numerorum 0, 1, 2, .... m — 1, tertninus ex hypothesi facta 
evanesceret. Unde sequitur, quia in quolibet Determinantis termino indices 
elemeutis subscripti omnes inter se diversi esae debent, reliquos indices 
inferiores 

i *' i" 

ordinis respectu non habito convenire cum numeris, 

0, 1, 2, .... tn — 1, 

neque valores tn, m + 1 etc. induere. Qua de re eruuntur cuncti Determi- 
nantis termini ex uno 


±aa ia2 .... ö -± .... «C, 

seorsim inter se permutando indices 

0 , 1 , 2 , .... tti 1 

atque indices 

tn, m + 1» »» + 2, .... n. 




signis insnper ancipitibus ± ita determinatis ut termini qni binorum indicum 
permutatione alter in alterum abeunt signis oppositis afüciantur. Unde fit 
3. R = 2 ± aa't , 
sive habetur Propositio: 


(»— 1) , 1 «) tm-ri 

a»-i .2±o m a m+1 


,(«) „(m+i) 


_00 

> a n , 


1. Quoties pro indicis k valoribus 0, 1, 2, .... m — 1 evanescant ele- 
menta a* m) , .... o* ,) , Determinans 

2 + aa L ai .... a™ 

abire in productum a duobus Determinantibus 

2 + aa' .... fl'"- 11 . 2 + n (m ’ a t "+ 1) ....a'” 1 . 

l m myt ft 


Prorsus eadem valet Propositio si pro indicis * valoribus 0, 1,2, 
.... tn — 1 elementa o*» •••• evanescunt Si in Propositione 

antecedente insuper pro indicis i valoribus 0, 1, .... I — 1 evanescunt ele- 
menta af, o? +1) , .... a { r\ Determinans R in productum e tribus Determi- 
nantibus abit et ita porro. 

Est casus simplicissimus Propositionis antecedentis quo elementa certo 
quodam indice superiore affecta pro iodicibus inferioribus praeter unum Omni- 
bus evanescunt, quippe quo casu alterum Determinantium e quibus R pro- 
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ducitur in simplex elementam abit Sil enim 

a w = ai" 1 .... c= o£l, = 0, 
fit: 

4. 2 ± ad k dl . . . . = o» J 2 + aai . . . . ä^Z Vl . 

Si iasuper fit, 


j— i) 


— d”~' 11 — O 

.... <*n — 2 u * 


a c«— i) __ öj 

eadem ratiotie e (4.) sequitar: 

IEiüQi&i • • < 1 0 « — ön-i • S i öii| • • • * fl«-} • 

Sic pergendo eruimus Propositionem hanc: 

II. Evanescentibus elementis omnibus, 

®i i .... <** » 

in quibus respective index inferior k indicibns superioribus m, m-j~ 1, 
n, minor est, fieri 

S i 00^01 • • • • CL n = ö/n 0 m +i S Tflöl •••• 0 M -1 • 

Uude pouendo m = l seqnitur : 

III. Evanescentibus elementis omnibns in quibus index inferior indice 
superiore minor est, Determiuans in unicum terrainum abire vel fieri 

2 ± a o', o£ .... ol n> = aa\<& .... a”\ 

E Propositione II. sequitur hoc Corollarium: 

IV. Evanescentibus elementis omnibus, 


(») ("1+c 

«i » a k . 


°k > 


in quibus indices inferiores superioribus minores sunt, si insuper 
habetur, 


fit 




(«+*) 
»m + 1 


_(") _ . 

— <ti 1 


2 ±aa\(h .... «i"’ = 2±aoi .... o^, 0 . 

E qua Propositione patet quodlibet inferioris gradus Determinans haberi 
posse pro Determioantis altioris gradus casu speciali. 


Designemus per 


6. 

dp Äf 


Aggregatum omnium Determioantis R terminorum qui per quantitatem 
multiplicati sunt. In quovis ipsius. R termino 


± a k d k .a k . dp 
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elementa a k , a k , etc. indicibus cum superioribus tum inferioribus omnibus 
iuter se diversis gaudent. Unde terminos Aggregat! Äp non ingredi pos- 
aunt quantitates af 1 , in quibus Index supcrior valorem f vel inferior valo- 
rem g habet Porro cum in quovis ipsius R termino elementum unum sit 
nec plura quod datum indicem superiorem i, unum nec plura quod datum 
indicem inferiorem k babeat, sequitur, singulos Deterraiuantis R terminos 


per uuum elemeutorum a\ af, . ... af neque vero per plura eorumsimul 


fft 




a k neque vero per 




multiplicari nec non per unum elemeutorum a k , a\, . 
plura eorum sirnul multiplicari. Vocabantur autem, 

“ 9 ^*1 f • • * • O n | 

Aggregata terininorum Determinautis R respective per a®, 
multiplicatorum, unde fieri debet, 

1. R = a®J® + a?Af .... + { 

porro erant, 

a k A ky a k A k , a^J? 1 , 

Aggregata terminorura Detenninantis ü respective per a k a\ . 
plicatorum, unde fieri debet, 

2. R = o k A k -f- a\ A k - 1 - .... 4 - af^Af- 

Tribueudo indici * vel k valores 0, 1, 2 .... n, e quaque duarum formu- 
larum (1.) et (2.) obtinentur n +1 repraesentationes diversae Determiuantis R. 

Determiuans R est singularum quantitatum af respectu expressio 
liuearis, atque ipsius af Coefficientem , qua in Determinante R afficitur, 
vocavimus .4®; unde adbibita difiereutialium notatione ipsum Af exhibere 
licet per formulam, 


af' roulti- 


3. Af = 


an 

w 


Hinc si quautitatibus af incrementa infinite parva tribuimus, 

simulque R incremeutum d R capit, fit 

4. dR = VAfdaf, 

aiquidem sub signo summatorio utrique indici * et k valores 0, 1, 2 .... n 
conferuntur. , 

Binos indices superiores » et *' commutaudo cum R in — R abeat, 
sequitur, Aggregatum terminorum ipsius R per af multiplicatorum, afAf, 
Crdle*l Journal d. M. Bd. XXII. Hfl. 4. 38 
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ea comtnutalione ablre in Aggregatum terminorum ipsius — R per af multi- 
plicatornm, — afA l* . Unde sequitur, ponendo i loco *' abire Af in 
— Ai 1 ; eademqne ratione probatnr, ponendo k loco k' abire Af in — Af . 
Unde etiam seqnitur, simul ponendo i loco i\ k loco k‘, siquidem i et V, 
k et k' int er se diverti sint, abire Äf in Af?. 


Obtinetur af Af si in termino 


± ad, o," .... a\ 




j") 


eleinentum af immutatum manet, reliquornm indicibus superioribus vel infe- 
rioribns permutatis, unde fit 

J W , - «-D ö+n <■> 

i ~~~~ ^ X fl flj • • • • fl j i Aj^i »(« • O n y 

unde prodit Ä\ loco inferioris indicis k ponendo t et signa mutando sive fit, 

_ -O , „ . (i-t) (J+l) ft-l) «I <*+o JA 

■«i — — — 2^ t ct fl| • • • • flj— i A^i • • • • flj Ajfc-fi • • • • ö» • 

Vel etiani si i et k a o diversi, obtinetur Af ex 

A = Z±a‘ t af .... af, 
loco indicis superioris * et inferioris k ponendo o. 

Commutando indices inferiores com superioribus non mutatur Deter- 
minans R; simul termini in af ducti, afAf, abeunt in terminos in fl* 11 
ductos, afAf ; unde in quantitatibus af commutando indices inferiores 


Cum superioribus abeunt quanlitates in A\ ' sive etiam m quantitatibus 
Af indices inferiores cum inferioribus commutantur. Hinc etiani sequitur, 
quoties pro omnibus indicibus i et k fiat, 

fisri etiam 

Af = Af. 

Comrautatis enim indicibus superioribus et inferioribus omnium af, ipsa Af non 
mutatur cum eius elementis aequivalentia substituantur; ea antem commutatione 
vidimus abire Af in Af, unde utrumque inter se aequale evadere debet. 

Statuamus, pro datis duobus indicibus i et i' fieri, 

r _« „(<•) Jt) 0 

ö- (i — o j di — u i y • • 

propter proprietatem eius fundamenlalein evanescit valor Determinantis Ä 
Hinc repraesentando Determinans R per formulam (1.) ac substitnendo (5.) 
eruimus, 

6 . 0 = a^A" + afAf .... + afAf. 


„(0 li) 

0 H — fl|» 9 


Digitized by Google 



11 . C. G. J. Jacobi, de formatiert* *t proprietatibus Dettnmnanlium ■ 896 


Haec aequatio inventa quidem est aupponendo, quantitates a l p ipsis o* 1 re- 
spective aequales esse, sed cum expressionem ad dextram aequationis (6.) 
quantitates af , <4° .... a ! »° omnino non iugrediautur , aequatio (6.) identica 
esse debet. Ac perinde iuvenitur, designante k‘ indicem quemeuoque a k 
diversum, quoties sit 

7 t t ____ _(**) 

. a* = fl* = 0&) • • • • fl* — fl** f 


identice fieri : 

8. o = a'^A't .... + a l pA t • 

Substituendo formul as (3.), inventas formolas (1.), (2.), (6.), (8.) sic quoque 
exhibere licet: 


9. R = o li! 


— «i 


BR 

BR 

da i 

BR 


, c.) an 

+ «i TTT) 




(0 BR 

BR 
3 a\ 


‘0- + 


m BR 


, JO 3R 

+ 0 - 53* 


, c*o 3R 

+ Ä * «7»» 


O = fli« 


BR 


, ■ BR 

+ a * 


, (») 3R 

+ °* ä 


r 


Quae sunt aequationes differentiales partiales quibus Determinans R satisfacit. 


7. 

Per formulas g. pr. traditas theoria resolutionis algebraicae aequa- 
tionum linearium facile absolvitnr. 

Proponantur enim aequationes lineares, 

! u = at +a t t .... -f a n t n 
«, = a‘t 4-öI^j •... +ä n t n 

u n = <*<»>/ + A .... + A 5 

ut eruatur incognita /*, aequationes propositae respective per A t , Ä t ....A™ 
multiplicentur et post multiplicationem factam instituatur suairaatio: in summa 
illa evanescunt e (8.) g. pr. Coefficientes ipsarum t, <„ .... t n praeter 
CoefGcientem ipsius t t qui e (2.) §. pr. aequalis evadit Deterrainanti Ä, 
sive fit 

2. R ti = djU -f diti| .... -\-Ai^u n . 

Qua in formula tribnendo ipsi k valores 0, I, 2 .... n, eruiinus hoc 
systeina aequationum, quod incognitarum valores suppeditaf, 

38* 
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! Rt = A u + A'u t .... + A w u. 

Rl t = ^*1 + .... 

Rt n — A n u A n u k .... -\-A n ^u n , 

Prorsus eadem ratione, propositis aequaüouibus linearibus, 

! s = a r -f- a' »*, .... -f* a ^ r n 
= «ir-j-alr» .... +«i" ) r B 

Sn = a,r+a>, .... + ai'V,, 

eruimus e (6.), (2)., §• pr., 

/ Rr = As + A t s t .... + 4.*. 

\ Rr L — A , s-\-A\s l .... + 4>» 

5 - \ 

( Rr n = A"s+A[ n) tl .... + 4TV 
Commutando elementorum ap indices superiores et inferiores aequa- 
tiones (1.) et (4.) inseabeunt; et com simul ipsorum Ap iudices superiores 
et inferiores commutentar, Determinans R iinmutatum maneat, simul etiarn 
aequatioues (3.) in (5.) abire debent. Unde alternm aequationum systema de 
altero derivari potest. Sed idem obtinetar absque ulla cognitioue rationis 
qua quanlitates R et Äp ex elementis 4° componuntur, observando e (1.) 
et (4.) fieri: 

6. or + «xTg . . .. + u n r n =s ts + t l s l .... -f- 
ac substituendo in hac aequalione ipsarnm t, /, etc. valores e (3.) pelilos. 
Ipsum Determinans R dicamus ad aequationes (i.) vel (4.) pertinere sive ea- 
rutn aequationum Determinans esse. 

Aequationes (6.) §. pr. docent, propositis n aequatiouibus, 

' o = at + ajt .... 

0 a=s a't+o^ .... + a nL 

7 . 

0 a d*H + ap ) t l ....+ä: ) tn, 
in quibus ipsi a non tribuatur index superior i, fieri 

8 . t.t = A^iAV ...._: 4 °, 

nisi otnues l, .... ti. simul evanescant. Ut etiarn aequatio 
0 = a {i} t -f- «1° f L t H 
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locum habeat sive ut in (1.) qnantitates u, u' etc. simul omnes evanescere 
possint, fieri debet e (1.) §. pr. 

9. R — 0. 


Eademque ratione patet, evanescere Determinans , si exstent n- 1- 1 quanti- 
tates non siuiul omnes evanescentes r, r,, .... r„ lales ut simul locum lia- 
beaut n-J-1 aequationes, 


! 0 = ar + fl'r, .... -f- 
0 = fl 1 r+a 1 r 1 .... + o^r. 

0 = a n r + o>, . . . . oi" r„ . 

Scilicet, mnltiplicentur aequationes praecedentes per A ll) , .... A^‘ , in- 
venitur addcndo e (1.), (6.) §. 

0 = TiR, 

qua aequatione, cum e suppositione facta unum certe non evanescat r ( , De- 
terminans R evanescere patet. Quollen igitur aequationes (7.) vel (10.) lo- 
cum habent neque earum Determinans R evanescit, cerlo incognitae t, t u 
.... <„ re/r, r 1; .... r„ omnes simul evanescere debenl. 

Quaecunque proponantur aequationes lineares (1.), ex iis seuiper se- 
quntur aequationes (3.) neque ullus est cxceptiouis locus. Eruntque incogni- 
tarum valores aequationibus (3.) prorsus determiuati iique finili nisi evanescat 
Determinaus. Evanesceutc autcm Detenninautc usu venit ut incognitae 
aut in infinitum abeant aut indeterminafae evadant. Scilicet aequationum (3.) 
parte dextra simul evanesceutc atquc Determinante, incognitnrum valores 
formam iudeterminatam, 

. _£ 

o 


indunnt. Sed haec res variis adhuc quaestiouibus ansam praebet. Fieri 
enim polest ut inler quantitates infinitas vel iudeterminatas variae relationes 
locum habeant, unde evanescente Determinante varii Casus evenire possunt 
et pro singulis criteria propria assignanda erunt. AfFeram exemplum Geo- 
metricum. Proposita superficie secundi gradus, dautur Coordinatae centri 
tribus aequationibus Iinearibus. Quarum aequationum Determinaute non eva- 
nescente, habentur Ellipsoidae et Hyperboloidae. Sed evanescente Deter- 
minante babentur Paraboloidae si Coordiuatarum valores evadunt infiuiti, ita c 
tarnen nt centrum licet infinite remotum in data recta iaceat. Prodit Cylin- 


V 
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tirus ellipticus aut byperbolicas aut systema duorum Planorum se inter- 
secautium, si evanescente Determinante Coordinatarum valores indeterminati 
evadunt, ita tarnen ut centrum rursus iu data recta sed ubicunque iaceat. 
Cylindrus fit parabolicus ai centrum in infinitum removetur, ita tarnen ut in 
dato piano iaceat. Determinante igitur evanescente inter varias adbnc casus — 
naturae maxime diversae distinguendum est et pro siugulis criteria aigebraica 
afferenda^erunt. Quod tarnen pro numero q uoeungue aequatiouum liuearium 
paullo^ prolixum videtur negotium. 


8 . 

uuumquodque Determinans repraesentari posse 
ut Aggregatum productorum plurium Determinantium inferiorum graduum. 
Quae res ita sc habet Drscerpatnr numerus « in plur cs a iios numeros ve- 
lutr in ynurtror tta TU si^— 


dl.. 


Adnotavit V- LapUice, 


^fistribuaiitur indices 0, 1,2, .... n iu quatuor classes »+1, k( m- 
dicibus coustantes. Ex. gr. constituant indices, 

0, 1 , 2 .... i primam, 
i-f-1, i-f-2 .... k secundam, 
k 4*1, k -+■ 2 .... I tertiam 
/+! i /+2 .... » quartara 

classem. Quae classes omnimodis sibi iuvicem inserantur online numerorum 
cuiusvis classis non mutato, ita nt in Permutatione proveuiente non fiat ut 
index minorem aliquem eiusdem classis antecedat Sit eiusmodi Permutatio. 

a°, a', a 1 .... o* 

ac designemus per, 

S ±a" a 1 a J .... a", 

Aggregatum omuium expressionum quae e data expressione eiusmodi Per- 
mutatiouibus proveniuut, signis aut — 1 praefixis prout Permutatio po- 
sitiva aut uegativa est. His positis in siugulis terminis expressionis 

S±ala a , . 

loco factorum 


_co 


<i+l) (f+i) 

ö o*+l ° a i+i 




jto 


0 t 

fl 0 .a a , 

• • • • ® a » J 

„(•+U Ji+’> 
a J+l ° a H-S • • • • 

_(*) 

*(»+») _tt+*> 

„(J) 

„0+1) „(1+3) 

„(») 

fl „»+i °.*+J 

O a l , 

°a*+l U J+1 • * * • 

Ä ." 

scribantur Determinantia 




2, ± <*„. a a . 

.... « 0 i , 

V J- -W+) 

2± o ai+1 a al+2 

.(*) 

• • • • “.»i 

•c . „(*+1) „(*+3) 

„CO 

.... a m i , 

S ± aj +l ej+2 

„(») 

• • • • ! 
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pmdit : 

S±(S±«".fll*....«2 


R = 2 + aa\ih • • • • a-," } — • 

o a ;+j ■•••«,» * 2. + rt a i + i ö,«+2 m "' a a i • 

*■' x « 0 /+i o o ;+2 ••••*» J 


Demonstratio inde patet quod omnes obtineanlur Permntationcs printam in- 
dices iS» pcrmutando ut iudices eiusdem classis certum quendam ordincm 
servent ac deinde rursus eiusmodi classis iudices omnimodis pcrmutando. 
Numerus productorum Determinantiura qua© Aggregalum S amplcctitur es«, 

1.2.3 .... (n+t) __ 

1.2.3 .... 1*4-1)'. 1.2.3 7777^-1.2.3'.... (M. 2.3 Pt-'L 

Formuia proposita expediri potest Deterniiuantis indagatio si Determinanüa 
partialia, quae singulorum productorum factores constituunt , valoribus siro- 
plicibus gaudent. 


Accuratius examitietnus Deferraiuantia n — 1" gradus e quibus per 
Determinantia secuudi gradus multiplicatis Determinans R compotiilur. Pro- 
posito deteriuinante, 

R = 2 ±öo, .... o ( 7\ 

terminorum eius per a! ) cü muhiplicatorum vocemus Aggregatum 

1 . W. Aglj'. 

Ipsi f et f nee non g et g' quilibet esse posaunt indiccs ex ipsis 0, I, 
.... n, a se diversi. in tenninis Aggregat! 

2 . a£{: 


~g-S‘ 


non inveniautur elemcnta indicibus superioribus f et f neque elemeuta in- 
dicibus inferioribus g et g' affecta, quippe idem Determinatis R terminus 
binos non habet factores eodem indice superiore vel inferiore afiectos. Qua 
de re iudices f et f' vel g et g' inter se permutando ipsum A f g f e . mutatio- 
nem non subit, ideoque ahit expressio (1*) in 

3. aC/Oat/) . Af'f' 

k s e»c 

Eadem autem permutatione cum R in — R mutetur, erit (3.) Aggregatum 
ipsius — R terminorum qui per 


4 . 




multiplicantur, ideoque erit 


e e t> t 
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(ermioorum ipsius R per ap dp multiplicatornm Aggregatum sive 

k Af,f‘ „ Af'yf A f ’ f ' 

ö - . A t<e — A e<g‘ — • 

Qua de re contiuebit R lermiuos provenientes e producto, 

fi rd n d r) — d n a^) A f,f ‘. 

iisque termini Detcrminantis R crunt omnes in quibus duo elementa indici- 
bus superioribus f et f‘ affecta indicibus inferioribus g et g‘ gaudent. At 
quivis ipsiua R terminus contiuet duo elementa alterum indice superiore f 
allerum indice Buperiore f' affectum nec non duo elementa alterum indice 
inferiore g alterum indice inferiore g' affectum, quia cniusrvis termini elementa 
singula siugolis indicibus cum superioribus tum inferioribus afüciuntur. Unde 
obtinetur R »ummando omnes expressiones (6.) in quibus pro iisdem f et f 
sumuntur pro g et g' bim indicum 0, 1, 2, .... n vel etiam in quibus pro 

iisdem g et g' bini indicum 0, 1, 2, n ipsis f et f substituuntur. Qua 

de re si pro *, *' vel pro k, k' bini diversi indicum 0, 1, 2, .... n sumun- 
tur ipsi autem f, f‘, g, g' dati indices sunt, obtinetur 
7. R = 

= *(«£> df -«£ dp) Ap s ,. 

Facile etiam ipsa Ap e quantitatibus Alp. oomponitur. Erat enim 
Aggregatum terminorum Determinantis JR per dp multiplicatorum; 
qui termini cum insuper per unum elementorum, 


„</') 


Jf"> 

»i f 


a (f,) 
a 2 f 




omisso elemento ap, vel etiam per unum elementorum, 


Ogjy U g ,y 


Ugey 


dp, 


omisso l elemento dp muttiplicati esse debeant, obtinetur: 

8. Ap = a^Atf' + dpAtf .... + apA^ m 

sive 

9 . Ap = dg. A?pg. + a' t Ap + dp Ag’ tg ., 

ubi respective termini per dp\ dp multiplicati omittendi sunt. 

Designemus br. causa per (A, k‘) expressionem 
10. A{;{: = (A, A'), 

,ta Ut Wt (A, A') = — (A' A). 

Fit e (8.) ipsi g substituendo numeros 0, 1, 2 .... n: 
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II. 


I <f> — 


« + a^(0, 1) + aT(0, 2) .... + ap (0, ») 


AP = a t/ ?(l,0)+ * + 

AP *= « v °(2. 0) + ap(% 1) + o 


+ «^(2,1») 


Ap = a <r \n, 0) + a\ f \n, 1) + a!f\n, 2) .... + * 

Similes formulae e (9.) derivari possunt. In aequationibus (II.) ipsorum a 
a\ fr> , elc. Coefficientes in Diagonali positi evanescunr, bini quilibet Coef- 
ficientes Diagonalis respectu symmetrice positi valoribus oppositis gaudent 
Quae es t species aequationam lineariura meraorabilis in variis quaestiouibus 
analyticis obveniens. 


10 . 


Quoinoda«» supra diflerentiando R elemcnti ap respeclu ipsum A <f * 
obtinuimus, ila ipsum A*\ £ obtinetur bis differentiando R elemenloruni ap, 


respectu. Ex ipsa enim Aggregati j/'^'defiuitione eruiaius formulas, 

d 1 R _ d 1 Ii 

dapdap 


1. 




da'f’daP ~ 

3.Jp _ d.Ap' _ d.Jf' 

~ da<f> “ öop~ ~ dap ~ 

In aequatiouibus (10.) g. 6. ponatur i", k" loco k', fit: 

„ ^ dR , d R , c/") d R 

0 - 7* + »T —• +«■ äjf 


d.^P 


n dR , , 

0 = fl ‘" + fl *« 


ÖR 

da\ 


l («) Öfl 


Quae aequationes elementorum af 1 , af., respectu differentiamus, 
nec uou k, k\ k" a se diversi sunt, obliuemus: 

j 0 = a^Äpt + aPA^ .... + aPAl 

( 0 = AlI\ i' -J- öi«. Ah] + «1- A’w 

Si *" ipsi i' vel « aut k " ipsi k‘ aut k aequalis est, eruimus: 

— Af = a^Api + aTÄtf . 

— ji 5 = öj, ^ v + a *- ■$!* • 

In fonnulis (*.), (3.) statnendum est: 

A{ t |. — Ai f t — 0, 

CreU«*i ionruJ d. M. Bd. XXII. Hit. 4. 39 


Ubi i, i', i" 


3. 


+ aVA\ \ 
+aVAi : i. 
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sive omittendi »not (erroini in quibus ipsius Ä^'l, indices sive superiores 
sive inferiores aeqoales existunt. 

Multiplicemus aequationes sequentes, 

0 = u A k -f- a‘ 1 A k • • • . -f- A k \ 

0 = a x Ai + fli A\ .... -j- a[ n) A[ 


R — aiA t a' k A[ . . . . + A [ k \ 

0 = a n Ai + a n A\ + a[ n) A? 

per faclores 

A‘, >* j'i >' ji, »' ji, f 

•“O, Jt-» "1, l' •••• "1,1' .... A^ 

additioue facta secundum (2.) cvanescunt in dextra parte (ermioi omnes per 
Ai, A'i etc. multiplicati praeter eos qui per Ap multiplicati sunt et 
qui secundum (3.) evadnut, 

i- • -&1 , — Al. . Al . 


Unde prodit formula: 

4. 

sive 

5. R. 


R-A\:"i. = Af^-A^A 


M jd') 


ö* R 


da'i'd, 




SR 

Sa\‘ 


SR 


SR 


ff 


SR 

W 


Evolutione productorum facta habetur formula identica, 

(A?Ay-A?Ar)(AVAW-Atf.AP) 

+ (JP 4:? - 42 aT) (A% a? - AH a$) 

+ (a?aV - 4Uf)(4?4? - 424?) = 0. 

ln qua substituendo (4.) et dividendo per R prodit formula: 

6. A t ’ t Af.,' i„, -f- A i i t \.,Ai.,. i k . + 4, 4>,V = 0, 

ac simiiiter demonsiratur 

7. Ä^Äz-r + ÄiXAis: + ÄiX'A = o. 

Per aliam formulam identicam notissiuiain obtinetur e (4.): 

Ai 1 4’,»" 4* 42 A^.,' i + 4*'4, = 0 
4 ) 4’!i« + 4f > 4£’*" 4- ÄpÄi t V = 0 


8 . 


srve 


9. 


SR 


3’ R 

yr 


S R_ 

r 


Sa U) 


Ö J.*) 

ö*Jt 

Sa^dap 


+ 


SR 


SR 

S^ 


S*R , SR 

Wt » 3„(i) ' 


a*R 


S'R 


“i« 




+ 


3«i° S*i? 

s*r 

Jäp' Sa? S*P 


SR 


= O 


= o. 
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4° 


Advocando form ul as (1.) obtines e (8.) 

4t 


1 


14. 


Oa k „ 


A k ,) 


d. 


M") 


Forraulae praecedentes Cl°. Bezout bene inskuerunt, earamque 
quaestionibus usus est. 


303 


A‘-t >, «• 

_ -*> "* 1 , 1 > 

^ ' 


in vanis 


11 . 

Formula (4.) §. pr. ad geueralins formolarum systema pertiuet. Vi- 
dimus §• 7. ex aequatiouibus, 

at aJi .... -f- a„t n = u 
a f+fliA ,. v +a n t n = «, 

• • ••• ••• • • • 
a ' n) t -f- a\ y t, . . . . -f- a[ ’ /„ = u n 

sequi 

A u + A'u l .... +AMu n = R.t 
A l u + Ä l u l .... 4-^4 t 1 n) «, =s R.ti 


A^u + A^u, .... +A?u n = R.t n , 

quibus in formulis erat, 

3 j R = 2±a« .... a { :\ Ä? = 2 ±aa\ .... <£?, 

1 A = 2 + AA\ .... 

Aequationum (1.) tau tu ui & -j- 1 prinias cousideremus, 

at + a iA •••• + h 4-fli+iA+i •••• + a n l n = u, 

a't +a[ti .... -\- a k l k +al + iA+i = u k , 

d l) t 0**7, .... -f- + «H^ifi .... +o t .‘ ) A = Ui, 

earumque ope determinemus t, t k .... t k per reliquas quantitates A+i, A +J 
etc., atque per «, u, .... u k . Prodeat, 

5. C k t k -\- C k+l t k+i .... + C,(, = Du •+• D k u k .... -j~ D k u k , 

qua in formula erit, 

0- £*= 2±aa,<A' •••• a* 1 '» D k = 2±«a' i < .... aUr, 0 . 

Quod patet observaudo, obtineri aequalioues (4.) e (1.) ponendo n = k ac 
ipsorum u, loco ponendo, 

a i ~ 4+i fi+i ~ fl i+i A+* •••• — 4' 1 a • 

39 * 
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SimilUer e n— A+t postremi« aequalionum (2.) determinemus quantitates 
«»> «i+i •••• w " P er re ^' < l uas u > **!••••**-» et P er quantitates < 1+1 <* ; 

quo facto prodeat: 

7. Eu+Ei.Vi .... + = Fiti + ^»+1**+« •••• + F,t» 

erit 


8. E k = 2± J? J2S* .... ^ F, = il . 2 ± < + .° 45? 4*. 

Aequationes (5.) et (7.) inter se couveuire debent, nam per aequationes 
propositas (1.) uuico lantum modo exprimi potest t t per *t +l > *i+t .••• *«» 
m, «, .... m». Uude üeri debet 

Dt _ Ft ' 

Ct — Ft 

sive 


9. 


2 + 
2+~ 




“J-l 

-V*) 


p > j. yHo .Ia w ) 

“* il . - ± ■'**+1 -*A +2 * • • • 

In hac formula generali ipai & tribueudo valores 

n — 1 1 ß — 2) ß — 3* .... 1 ) 


prodit : 


2 + «»i ... 

2 + aO| . . .. 
2 + aa. ... , 




„(«-*) 
°»-i 
_<»— 3) 


2 + ^ 


2±^ ä) 4r. ,) 4 ,) 


10 . 


2 ±< 


a 1 ^*» B2±4r, l, ^" ) 


2 ± .... A ?' 


5 + o o'i R2±A‘;A‘;‘ .... A 


r(»C 


» J"-*. » 

o«-! — .3.-1, 


% 

Harutn aequalionum prima suppeditat, 

2 f = 2±aa, 

quae cum formula (4.) 8- pr. conveoit. Deinde aequalionum (10.) duas, tres, 
quatuor ete. primas inler se multiplicando, prodit formularum systema hoc: 

2 ± 4? 4* = fis±afl', .... «£?* 

2 ± ÄX' A? = R"L±aa\ .... 


II. 


■£±44 


t(») 


flK" -1 . 


1 

Qua« formulas amplectitur formula generalis, 

, ~ , 4 i*+0 jct+U a(») __ »-.-t-t 

12. 2±At + , j*t+5 • ••• « 


2 + a a\ . . 
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E qua aliac pluriraae profluunt, indices 

0, 1, 2 .... k, Ä + l» A + 2 .... n 
oinuiraodis permutando. Yeluti si formularum (11.) postremam sic reprae- 
«entamus : 

d1±AA\A‘ .... _ <jÄ( ,_ 1) 

d A 

generaliter liabebitur 

B'ü + AA\A" x .... AS n) _(< )»(«-» 

Ui “ a i " 


dA? 

2± AJ[ .... J* 0 = r > 

r = Ä TÄ + Ä 'TZ t •••• + 
= Ä* -1 {.da + •••• 


Pouendo 
fit 

sive e S- 6.: 

13. 2 ±AÄ t .... X"’ = R w - 

Quae uotissiuia formula est. 


12. 


Substitoendo secundum (3.) §• 6 ipsis .4» 1 expressiones, 


i. 4° = 


dH 


ä^p’ 


sequitur e formulis §. 7., propositis aet/ualionibus linearibus 

u — al -f* a, . . . . -f* 

ii, = a' i + a t l, .... 4" o a t n 


2 . 


b. = a'" J <4 - ®i" , A •••• 4*«»’ 0 *. 


fieri 


R.t = 


a/t 


, a R t on 

u + ä^“‘ • — + 3iw u 


a/t 




+ 1* „ 


Ä,/ " - ^r“ + ö7; * •* 


+ a«‘"> 
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\ 

Proponamus systemata aequationum linearinm in quibus Omnibus iidem 
»int incognitarum Coefficientes et quae solis terraiuis inere coustanlibus inter 
se differunt. Quarum aequationum typus generali» sit, 

at -f- a L /, . . . . -f- a n t n ss $ a k 
oft + «i /, .... -f d n t„ = 8a\ 


4. 


o^t+ .... + a?t n = Sa?, 


e quibus aequationibas n + 1 systemata proposita obtineantur pouendo ipsius k 
loco indices -0, 1, 2 .... n. Valore» incognitarum e systemate aequatio- 
num (4.) proveniente» vocemus 

<?> <?>, 

erit »ecu ml um (3.) : 

5. R.l? = -§£*<**+ •••• + 

Unde (ribuendo indici k conctos valores 0, 1 .... n et »ummando prodit 
formala : 

6. *{< + <;+£ .... +t?\ = SR 

sive etiam 


7. .... + t? = JlogÄ. 

Expressio ad dextram foruiulae praecedenti» est summa e valore primae in- 
coguitae e primo aequatiouum systemate, e valore secundae incognitae e 
secundo systemate eruto etc. Signum variationis — 8 — fuuctioni alicui V 
elementorum a? praefigeudo inteliigo sumuiam, 

8 . 8U=-£±!L8aP, 

da\ 

desiguantibus Sa? qoantitates quascunque et summa ad ulriusque indici» * 
et k cunctos valore» 0, 1 .... n sive quod idem est ad cuucta Determi- 
nautis eleincnta extensa. 


Supponamns typum aequationum propositarum esse 

1 ° «“> + «, t? .... +a n t? = 8a k + ( 0 , k ) 
9 . ) a‘ /<*> + «1 (? .... + a n t? = 8a\ + ( 1 , k) 

.... +a?t? = 8a? + (n, k); 

mntabitur formula (5.) in baue, * 
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10. Utf’ = .... + j^Sa? 

oa k öa k 

+ t£ <«■*>+ -ür 

ideoque mutabilur (11.) in banc, 

11. Ä{/ + H + ^.. = JU + xÄ(i, Ar), 

da k 

summa ad indicnm i et k cuuctos valores 0, 1, 2 ....,« extensa. Pona- 
mus inter Coefficieutes aeqnalionum linearium proposilarum locum habere 
aequationes, 


unde qnantitates, 


& R j(') 

sZW — *1 * 


dR — jii) 


inler se aequales existunt §. 0. Supponamus porro quantitates (*, k) iudi- 
cum » et k permutatione valores induere oppositos, sive fieri 
17. (Ar, i) = - (*, Ar), (Ar, k) = 0. 

Quibus positis in summa 


termini 


SÄft *), 

oa\* 


(Ä, Ar) 


evanescont; porro pro * et Ar diversis bini termini, 

sese mutuo deslruunt, unde tota summa 

» d R .• »v 
2 d^ ( ’’ Ä) 

evanescit. Uabemus igitnr hanc Propositionem. 

Propositio. 

„Proponatur aequationum linearium systema, 

af" + a,<? ) ....+oJ? = + (0, Ar) 

*'f» .... +a'J? = + (1, *) 

•PV’ + itfV .... +oi" , ^* > = 5a? + (n, Ar), 
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in quibus 


„(i) _ 

a k = 




atque (», k ) sunt quantitates qnaecanque pro quibus fit, 

(i, k) = — (k, i), (A, k) = 0; 

e systemate aequationum proposito formentur n -f-1 systemata, pooendo 
pro ipso k indices 0, 1, 2 ....», atque e primo systemate eraatur 
valor primae incognilae, e secundo secundae etc.: omniura summa 
aequatur variationi logarithmi Determinantis aequationum propositaram, 
sive fit 


t + Z + K .... + C’ = £log .... oi"’.” 

Hac interdum Propositione solvere licet quaestiones Analyticas gravissimas 
quae primo intuitu vaide complicatae videntur. Cuius rei olim occasione 
tradam exempla. 


13. 


Statuamus 

. (t) « <») „(») „«_(») , „«_(») . 

1. Cj — Ott U — tt U "T tt| Öj •••• CLp Up y 

ac vocemus P Determinans ad elementa 4° pertiueus, quod rursus n-f l*‘ 
gradus sit, ita ut habeatur, 

*. P = 2 + cc\c‘; .... 

Est productum 

3. +cc\c\' .... = ±Saa . Sa.' a“ . Sa.“ a“ .... «Sa ( " ) o (,) 1 

quod summarum productum per unam summam repraeseutare licet, 

4. ±cc\c'i .... cP = ±Sa n a„. a m .a„, . a!' m ..a m 


±Sa, m a', 


“mW ” 


ml -) 1 


siquidem siguum summatoriura Ä ad solos indices inferiores m, m‘ etc. re- 
ferimus, quibus siugulis cuucti valores tribueudi sunt 

0 , 1 , 2 .... jt. 


Permutando quantitatum c indices superiores, indices superiores ipsorom a 
easdem Permutationes subeunt; contra permutando quantitatum c iudices in- 
feriores, elemeutorum a indices superiores easdem Permutationes subeunt. 
Prodit Determinans P ex aequatiouis (4.) laeva parte, indices ipsius C su- 
periores 0, 1, 2 .... n omnibns modis permutando simulque signum posi- 
tivuin aut negativum pracfigendo prout eorum indicum permutatio positiv« 


Digitized by Google 


II. C. G, J. Jacobi, de formaiione et proprietatibus Determinantium. 309 
aut negativa est. Qua de re obtinetur P ex expressione, 

& • i ®m' • • • • ®^(„) • ®m • • • • , 

indices ipsius a superiores omnimodis permutando, signo positive aut ne- 
gativo praefixo prout Permutatio positiva aut negativa est, unde fit 
5. P = S.(a m a' m . .... «W , • 2 ± a m a n . .... 

At secundum Determinantium proprietatem fundamentalem evanescit De- 
terminans 

S±a m a' m , .... a* m >. 
m m (»> ’ 

quoties indicum 

»i, m' .... i »'” 5 

duo quicunque inter se aequales exisiunt. Qua de re sufücit in aequatione (3.) 
signum Ä referre ad indicum m, m' etc. valores a se diversos quocunque 
modo e numcro indicum 0, 1, 2 .... p petitos. Distiuguamus iam inter 
tres Casus quibus p < n, P = n > /> > »• 

Sit p<,n; non licet indicibus m, m‘ .... m'" 5 quorum numerus est 
n-J-1 valores inter se diversos e numero p-\-l indicum 0, I, 2 .... p tri- 
buere; qua de re semper evanescit Determinans, 

2 + cL m ct m i .... cG?., , 

ideoque totum Aggregatum quod signum S amplcctitur. Qua de re banc 
babemus Propositionem. 

Propositio I. 

»Sit 

cf — a (i) d l) + af a' l) .... -j- af df , 
quoties p < » evanescit Determinans 

2±cc;c" .... «f*." 

Iam secundum casum examinemus qui prae ceteris momenti est 

Sit p — n; indices inter se diversi nt, m‘ .... in 5 ’ 1 ex indicibus 
0, I, 2 .... n sumi debent ideoque cum utrorumque idem numerus sit, in- 
dices rn, m‘ etc. cum indicibus 0, I, 2 .... n conveniunt, ordinis respeclu 
nou babito. Qua de re eruittir P e formula, 

P = S.aa\ .... oi" > S±oai .... 

indicibus inferioribus 0, 1 .... omnimodis permutatis ita tarnen ut in utro- 
que factore 

ad 1 .... af\ 2±aa, .... öS," 1 

Crelle'* Journal d.M. Bd. XXII. Hft. 4. 40 
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eadem adhibeatur Permutatio. Al iis Permutatiouibus Delerminans, 

2 ± aa\ .... a ? , 

aul nou mutalur aut tautum siguum mutat prout Permutatio positiva aut ne- 
gativa est. Qua de re eruimus P ai in expressioue, 

±aa\ .... /i^’.S + aa', .... 

iudices ipsorum a inferiores omnimodis perinutantur siguo positivo aut ue- 
gativo electo prout Permutatio positiva ut nevativa est. Unde si ponimus 

6. 2 + <*<*! .... <£’ = R, 2±aa, .... a ? — P, 

fit 

7 . P = PR. 

Qua fonnula Iiaec contiuetur Propositio in hia quaestionibus fundamentaler 


Propositio II. 

„Datis binis quibuscunque eiusdeui gradus Dcterminantibus eorum 
productum exhiberi potest ut ciusdcm gradus Determiuans cuius ele- 
menta sunt expressiones rationales integrae elementorom Determiuantium 
propositorum ; videlicet posilo 


cf = 


a« a» + af a? 


-j- CI, 




atque 

R = 2 + aa\...~£\ P = S±aa' l ....ai" ) > P = 2 + cc', 
fit 

P = PR." 


E Propositione antecedeute fluit generalior: 

datis quotcunque eiusdem gradus Delerminantibus eorum productum 
ut eiusdem gradus exhiberi passe Delerminans cuius clementa ex- 
pressiones sint rationales integrae elementorum Determinantium pro- 
positorum. 

Non esseutiale est, quod Prop. II. supponitur, utriusque Determinan- 
tis eundem graduni esse; vidiraus enim §. 5., quodlibet Delerminans m -f- 1’* 
gradus, 

2±aa' i .... a «’» 

etiam pro altioris gradus Determinante baberi posse. Sit m>» atque sup- 
ponamus evanescere ctiucta elementa, 


7 


O-k 7 


Ui t 


in quibus inferior iudex superiore minor est, porro esse, 

„(«+•) _c+ 5 ) „<»> 4 , 

....-— 0. H 1 , 


) 
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_(") 


erit secundura §.5. IV.: 

2±aa' 1 oi' .... a™ = 2 + aal .. 

f 

Eo igitur casu fit: 

8. 2 + a.a[c£ .... alT’ • 2 + aa[a“ .... a? = 2 ± c c', c‘‘_ 

sive habetur 


» 


T «n 7 


Propositio III. 

„Sit pro indicis i valoribus 0, 1 , 2 .... m, 
cf = a c ' : a (,t -{- afaf 
pro indicibus * valoribus inaioribus quam w», . 

c i — Qi 1 o.+i -p 0,42 . . . . -j- ct„ a„ • 

erit 

_ t {***1 v' 1 * (a) 1 t et (fi) t» 

2 + oa t .... a m 2 ± aa, .... a„ = 2 + cc k c, .... c„ . 
ln parte laeva aequatiouis (8.) iiou ioveniuntur elemenla « quorum index 
superior Ipso m maior est, unde in Prop. antec. de valoribus eoruin ex ar- 
bitrio statuere licet. Quos si evanescere ponimus, fit pro ipso i <.m. 


pro i>m, 


Cj - - li -j- a, dl 


Jfi — 

c * — «. • 


+ Qri > 


14. 

Accedamus ad casuin quo p^>n; secundum formnlam (5.) Jj. pr. fit 
P summa expressionuin, 


a' a"\, . 2 + a,„ d„ 


(•) 


nt»! * 


indicibus tn, m! etc. tributis quibuscunque « + 1 valoribus a se diversis 
e numero indicum 0, 1 , 2 .... p. Qua de re ex ipsis 0, 1 , 2 .... p 
electis n+1 numeris diversis, hi numeri omnimodis intcr se pcrinutali pro 
indicibus inferioribus tn, tri .... m r] sumi debent, omuibusque illis Per- 
mutationibus pro quibuscunque «-(-1 jiuineris faclis, singula Aggregala 
1.2 .... B"fl terminorum sic proveuienlia sumtnauda sunt. At illis iixli- 
cum inferiorum m, tn ' etc. Permutationibus Determinans 


2 + a m cC.. 


,'■»> 

m(») 


non mutatur aut solum signum mutat prout Permulatio positiva aut nega- 
tiva est. Qua de re fit, 


S. 2 ± a, n a m . .... afin) 2 ± a m a, 






40# 
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sive fit P Aggregatum e 

p 4-1 • p .p — 1 .... p 


1.2.3 

produclis binorum Determinantium, 


"f-t p-|-l ,p.p— 1 .... n^-2 

.. n-f-1 1.2.3 .... p — n 


2 + ct m a m , .... ti f»i « 2 + a m a„ 


>> 


quae obtiuentur quoscunque n-f I diversos numeros ex ipsis 0, I, '2 .... p 
pro indicibua inferioribus m, m' .... m ( - n) sumendo. Habemus igitur sequen- 
tem Propositiouem : 

Propositio IY. 

„Formentur producta binorum Determinantium, 


2 dt ... 


>> 


• 2± a m a„. 


„t») 


«(«)» 


pro indicibus inferioribus in, in' etc. quoscunque sumendo n-fl nu- 
meros ex Ipsis 0,1,2..../?, ubi p>n: cunctorum eiusmodi pro- 
ductorum summa aequatur Determinanti 

2±cci .... <£>, 

cuius elenieuta dantur per formulam, 

cf = a^^ + afaf .... + af <£>•” 

Casu particulari quo pro omnibus ipsornm » et k valoribus fit, 

CD _ fl (0 
Q-m * 

e Propp. antecc. baee fluit: 

Propositi V. 

„Posito 

cf = cf = .... + «?«?> 

sit Detcrminans 

2±c<?i .... <£* = Pi 


ubi /?<» fit 
ubi /? = « fit 
ubi p">n fit 


P = 0; 

P = \2±aa\ .... oM*? 


P = ^’4% 

siquidem pro indicibus inferioribus m, m' etc. sumuutur quilibet n -f- 1 
diversi e numeris 0, 1, 2 .... p" 

Hinc ut Corollarium sequitur, quoties quantilales äf reales » int 
Determinans 

2 ±cc\ .... cf 
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„(«) 

»(»> 


ecaiutscere non posse nisi Determinanlia 

S±a m o» a; 

sinyula ecanescant. 

Propositiones II., IV. ill. Cauchy demonslravit loco cilato. 

15. 

Proponantur aequaliones lineares 

cxA^CyXi .... *}*<?, x m = 7 
c'x + cl x t .... + c\ x H = 7 ' 


1. 


ubi 


c^x + c^x .... + c l ?x K = y 00 , 


2. c’i = o w a <l> -f ai^of* .... +®^°p > 

3. 7 ? = a w / + a?li .... + aj,‘ ; l p . 
Quae proveniunt aequaliones si aequaliones, 

a x a! x t .... -f- a < " ) ar, = f 

0| Z *1" fl, Xi .... ■}■ fl, Z A — /, 


4. 


per faclores 


a f x + a p x i •••• +0^®» = l. 


*« 

P 


”P % 

smlliplicatae addunlur. Si /><« aeqnalionum ( 1 .) Deterininans secundum 
Prop. I. §. 13. evancscit, qno casu incoguilaram valores aut infiuili aut in- 
determinali evadunt. Indeterminatos eos evadere inde palet quod aequalio- 
nibus (1.) satisfit quoties aequationibus (4.) satisfactum estj si vero p<Z», 
aequatiouum (4.) numerus unmero incoguitarum minor est ideoque aequa- 
lionibus iliis infinitls modis satisfieri polest. 

Sit />;>»», ac statuamus rursus 

5. P = S±c«; .... cf 1 * 
resolvendo ( 1 .) provenit, 

*•* 


P , x n — 


dp 


dP 


v+iri'"” + 


8P 


de <»> 


y(-). 
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In quibus valoribus ipsius y* 1 expressiones (3.) subslituamus, quo facto prodeal: 
P . x = ß l + ßi h • • • • + ß P l P 

p.x, = ß'i+ß\ r, .... +ß; i p 


p. Xn = ß^z+ß^ .... +ß‘; ) / p ; 


erit 


8 . 


md _ ap , . ap 
ß- — a "-^r + ®" a c ; 


+ «. 


(«) a p 


«4° ‘ 


Quas expressiones secundum (2.) sic quoqne exhibere licet, 


9. 


Ml) BP 3e* , BP ^ 

ß - “ •ä^T-^ir + ^r-^ö •— + 


ap 


t») 


aci * a^» ‘ öej'j’aa^ 

Inter onnies quautitales c solae sunt quanlitates c k , c k .... cf quae ele- 
meutum af implicant; expresso igitur P per quanlitates a, a ope formula- 
rura (2 ), fit _ aP 

IO- Pn, - J-ff' 

m 

linde incognilarum valores (7.) per has formulas exhiberi possunt: 


11. 


Ponanius rursus, 


p.x = 4?-i+-jr-it 
da Öa l * 

„ dP . . BP , 

P,Xl ~ da' * + da, ll 


. dP l 

••• + tz; 1 * 

• • • H — /p 


n 5P t ■ dP * 


a«i 


4- dP l 

P 


M 


12. Ii — X ± a m a m <*$,), P = 2±a m e4 a' M ,„ 

alque signum summatorium — <5? — extendaums ad qualibet ipsorum m, 
m' .... fn w systemata iu quibus rn, m' elc. « -}-l diversis uumeris ex ipsis 
0, 1, 2 .... p aequantur. Erit secundum Prop. IV. g. pr., 

13. P=S.PR. 

Qua fbrmula in (11.) substilula fit 

{S.PR}x =Ä.P(4^-/-' 8R 


da, 


14. 


'4 

{S.i-Ä)*, = s.p(45-'+ üj-t v- + 




BJi 


+ 

3a p 


BR 

+ 

öa r 

+ 

• • 

br 

»» (n) 
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Expressionen! R non ingrediuntur omnia elementa, 

a , a k , .... <r , 

sed fantum elementa, 

efü, a li) , .... «w 

Qna de re valores (14.) sic quoque exhibere licet: 

(S.P«)* +4f-u| 

,, ] - H^r'- + ^ c •••• + 4fr'- 

(S.Pü)x, = s-rj^r '-+£§-'■ +4f;'-|- 

Designemus per 

( x )t .... (#,), 

valores incognitarum x, x t .... x„ provenieutes e fl -f" 1 aequationibus e 
numero aequationum (4.) in qnibas termini constantes sin(, 

II I 

*m'J • • • • * 

erunt expressiones uncis inclusae quae in dextra parte aequationum (13.) 
sub siguo S inveniuntur per P multiplicatae, aequales ipsis 
R(x), R(x l ')y .... R(x„). 

(Jude poterunt iam formnla (15.) sic exhiberi: 

/ {S.PflJa: = S.PR(x) 

16 I {S.PiJJx, = S.VR(x t ) 

( {S.PÄK = S.PÄW, 

unde 

S.PÄ(t) S.PR(x t ) S.PR(x m ) 

l7 ‘ X S.PR * Xl S.PR ' S.PR * 

Quae sequens est Propositio: 

Propositio I. . 

„Quascunque n-f-1 combinando e p -\- 1 aequationibus (4.) veluti 
m+1 1 *", m'+l"“, .... m ( " ) +l Uw » eruantor incognitarum x, x , .... x n 
valores, 

(*)> (*l), • • • • 00 5 

qui valores omnes per eandem quantitatem multiplicentnr, 

PÄ = S + o^cC «^)*2±a»o». .... ; 
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pro omuibus illis combinatiouibus quarum numerns est, 

— n+1 p 1 . p . . .. n +2 

1.2 .... n-f 1 “ 1.3 .... p — n ’ 

producta siugula, 

VIl.(x), Pß.W, PR.(x„), 

summaudo ac dividcudo per summam ipsorum PR prodeunt incogui- 
tarum valores quaies per aequationes (1.) determinantur, 

S.Pfl(x) S.PR(x,) _ _S.PR(x n )„ 

x — S.VR ’ * ~ S.l’Jt » x ' — S .PR ‘ 


Si rursus fit, 

a!? = ^ 

abeunt aequationes (1.) in sequentes, 

! (« d)x 4* (a a')x t .... + (a« 00 )®» — (a l) 

(a' ä)x + («' a')x l .... + (a' a [m ‘)x, = (a'/) 

(a !,; a) ar + (a 01 * a') ....'+ (« w o ! *’ ) = (a w J ) , 

liquidem 

(a“V‘>) = = a»flt») + a«fl(*5 .... + 

(a«/) = ««/ +flf f, .... + «?/„. 

Aequationes (18.) eaedern sunt atque adhibentur ad dcterminatiouein in- 
eoguilarura x, x t etc. per Methodum Minhnorum Quadratorum, si Obser- 
vationes numerum aequationum (4.) suppcdilarunt ipsum incogniiaruui nuine- 
rum excedentcm. Ponendo enim 

U = S .(a m x + a‘ n x t .... *„ — /„)*, 

«umina <S exteusa ad ipsius m valores 0, 1 .... p, aequationes (18.) cou- 
veniuut cum bis 


* 4'i- = °> 


du 

8x x 


o, 4 


pro quibus U valorem Minimum nauciscitur. 
Uabemus igitur baue Proposilionera : 


du 

dx m 


= 0, 


Propositio II. 

„ Proponautur aequationes, 

ax + u‘ x t + a"x 2 .... = l 

a x x + oi x l -\-a‘ l x 1 .... -f- a '" 1 x n = l, 


a p X “J* Xi 4" Op X x .... -}* O^X n — Ipf 
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quarum numerus incognitarum numerum excedatj e quolibet systemate 
n -fl aequationum praecedentium valor incoguitae eruatur atque per 
quadratum Determinantis eius Systematik, RR, multiplicetur ; quibus 
factis pro singulis aequatiouum propositarum combinationibus omuium 
illorum productorum summa per summam omuium RR dividatur : eruitur 
incoguitae valor idem atque invenitur, si aequationes propositae per 
Methodum Minimorum Quadratorum tractautur.” 

Observandum est, valores omuium incognitarum qui ex eadem aequatio- 
uum propositarum combinatione provenäant secundum Prop. praec. per ean- 
dem quautitatem RR multiplicari, quam ideo in appLicationibus ad Metho- 
dum Minimorum Quadratorum convenit appellare Pondus Combinationis, 
a pondere valoris incoguitae bene distingueudum. 


16. 


Statuamus ex aequationibus (18.) g. pr. sequi, 

P.x = il(al) + U'(a'l) .... + 

nbi P sicuti sopra desiguat aequatiouum illarum Determinatus. Consueverunt 
Astronomi, quantitatem 



appellare incoguitae X Pondus seu potius Pondus detcrmiuationis incogni- 
tae x quae omnibus Observationibus per Methodum Min. Quadr. combinatis 
eruitur. Restituendo ipsius (a to a th ) loco clemeutum cjf* fit, 

P = 2 + cc\c" .... d m) , il — 2±clc" .... {%>. 

Unde secundum Prop. V. §. 14., 

P = ± a m d m .a m .. .... 

H = <S|2+ a„.a m . .... 

siquidem in altera formula pro ipsis m, m‘, m" .... a» w , in altera pro ipsis 
m', m" .... m' ,) omnibus modis quibus fieri potest sumuutur indicum 
0, 1, 2 .... p seu n + 1 seu n diversi. Si tantummodo tot combinamus 
Observationes quot sunt incoguitae, ex. gr. Observationes quantitatibus 

tu, l| .... l n 


respondontes, fit Pondus ipsius x ea Combinatione determiuatae, 

j* 

siquidem in denominatore sub signo S pro indicibus inferioribus sumuutur 

Crello« Journal d. 14. Bd. XXII. HA. 4. 41 


Digrtized by Google 



818 11« C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium. 


omaibus raodis n diversi e n + l indicibus 0, 1, 2 
quantitatem 


{S + Oualai' .... }’ = RR 

Combmationis Pondus, erit, 

-s{s±«;«v .... flirr = 


* 1 1 « 




n. 


Si vocamus 


ipsius x per Combinatiouem illam determiuatae Pondus inversum, mnltipli— 
eatuin per Pondus Coinbinationis RR. Quantitas quae Aggregato praece- 
dente continetur, 

{s±«x .... 

etiam in aliis Combinationibus obvenit, videlicet in iis quae quantitatibus 
l t .... /„_[ atque uni e reliquis l„, l„ +l .... l p respondent ideoque in 

p + 1 — n 

Combinationibus. Quam ob rem si pro siugulis Combinationibus p-\-i üb- 
servationnm ad nuinerura n + I» qui determinandis iucognitis sufficit, de- 
terminamus ipsius x Pondus inversum, multiplicatum per Combinationis 
Pondus: omnium eiusmodi productorum summa aequatur quantitati, 
(p+l-n)S\-2±a m .a: = (,, + 1 

sive fit 


S~- - (p + l-n)H = (p + l-n).-|- = + 

unde 

<¥) _ r + i-n 

a . na »p 


Hac formula incognitae per M.M.Q ex Omnibus p + 1 Obss. determinatae 
pondus determinatur eiusdein quantitatis ponderibus quae pro numero 
Observationum n-f-1 aequali numero incoguitarum obtinentur, advocatis 

siugulis Combinationum Ponderibus RR. Videmus ipsorum - valorem 

quodammodo medium in parte dextra aequationis praecedeutis formatum non 

ipsi - aequari sicuti in Prop. II. S< antec. de incoguitarum valoribus usu 


veuit, sed ipsi multiplicato per p + 1 — n, hoc est per excessum Ob- 
servationum numeri uuitate aucti super numerum incoguitarum. Quod bene 
quadrat, quia determinationum pondera cum Observationum numero crescunt. 
Regiom. 17 Martii 1841. 
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12 . 


De Determinantibus functionalibus 

'ufu -*<■ tx ' '."JUe ■ 

(Auct. C. G. J. Jacob* prof. ord. inalh. Hcgiom.) 


1 . 

ln Commenlatione anteriore proprietates praecipnas Determinantium enar- 
ravi, quae ad quodcuuque eleinentornm systema pertinet. In hac Conimen- 
tatione supponam, elementa Determiuantis esse differentialia partialia s yste- 
matis functionum totidem variabilium, harum variabiliura respectu sumta. 
Eiusmodi Determinantia per totam Analyticam gravissimas partes agere 
constat, quin etiam in variis quaestionibus ad systema functionum plurinm, 
variabilium pertinentibus similes vices gerere atque quotientem differentialem 
functionis unius variabilis. Qnod egregie declarant varia theoremata quae 
de Determinantibus illis aliis occasionibus proposui. Qua de re fortasse 
conrenit ca Determinantia propria appellatioue Determiiuinli um functiona- 
lium insignire. Quemadmodum autem Determinantium functionalinm proprie- 
tates ex iis quae de Determinantibus algebraicis constant derivabimus, ita 
Determinantium proprietates algebraicorum vice versa e Determinantium 
functionalium proprietatibus deduci possunt. Statuendo enim, ipsas 

ft fit fl • • • • fn 


esse functiones lineares variabilium x, x l 


fit 


fi = a k x + a\ x t + d; Xi .... 4 - 

-ifi. = «';■>- 


dxi 


ideoque Determinaus, ad systema elementorum a * 5 quodcnnque pertinens, 
haberi potest pro Determinante ad systema differentialium partialium, 

J>(L 

dxi 1 


pertinente sive pro Determinante functiouali. 


®) Quae e iheoria aequatioiium linearium el Deturminantiuin algebnucorum nota 
supponuntur, dcmonstrata inveniunlur in Commenlatione praecedente „De Del er* 
nünaHÜbus" ; ad hanc pertinent Commcntalionum paragrnplii quas ustcriscis super- 
positia noiavi. 


41 * 
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Sed autequam ad rem propositam accedam, paaca de notaü'one diffe- 
rentialium partialium antemittam. Et cum iu liac Commentatione saepius 
de functionibus a se independentibus vel non a ae independentibus sermo 
, flat, etiam de bis rebus dilucidatioues quasdam elementares aunectare rat um 
videbatur. 


Ut distinguerentur diflerentialia partialia a vulgaribus seu in quibus 
variabiiis omues nt unius variabilis funcliones considerantur, Eulerus aliique 
differentialia partialia nncis inciudere consuevernnt. Sed qnia uncorum ac- 
cumulatio et legenti et scribenti molestior der! solet, praetuli characteristica 

d 

diflerentialia vulgaria, diflerentialia autem partialia characteristica 

S 

denotare. De qua re ubi convenitur, erroris locus esse non polest. Itaque 
si f ipsarum x et y functio est, scribam 


if= M-ix + dU-iy. 


8 x 


df 




Si qua unara (antum variabilem continct functio, perinde characteristica d 
vel d uti licet. Eadem uti licet distinctione in denotaudis integrationibus, 
ita ut expressiones, 

f f(x, y) dx, f f(x, y) Sx, 

inter se distinguantur ; scilicet in illa cousideratur y ideoque etiam f{x, y) 
qt ipsius x functio, in bac integratio respectu solius x perficienda est atque 
y inter integrationem pro Constante habetur. 

Alias proposuit notationcs ill. Lagrange, quibus et ipsis saepeuumero 
cum commodo uti licet. Etenim’si f plurium variabilium x, y, z functio 
est, denotat per f differentiale totale, hoc est expressionem, 

■et yf- x ' -i v' 4- 

ubi x‘, y 7 , z' sunt differentialia ipsarum x, y, z eius respectu variabilis 
sumta quae pro independente assutnta est. Contra diflerentialia partialia 
denotat scribendo post signum f eam variabilem, cuius respectu differentiatio 
partialia instifuenda est dum reliquae pro Constantibus babentur, ita ut sit, 

/"<*) = U-' r(r) = #. /"(«> = -ff 
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Si duarura tan tum variabilium fuuctiones proponuntnr, ille super- et suppo- 
nendo lineolas denotat, qaot vicibas functio respectu aiterutrius variabilis 

Qi f 

differentianda sit, ita ot ex. gr. f“ idem sit atque -^ v -g—f . Deficit La- 

grangiana notatio, si functionis triam plariumve variabilium diflerenlialia 
altiora quam prima exbibenda sunt, neque eiusmodi differentialia io Theoria 
Functionum obveniunt. 

Ut functionis plures variabiles involventis differentiale partiale sit 
definitum, non sufficit indicare et funcfionem difiereutiaudam et variabilem 
cuius respectu difTerentiandum est, sed insuper neeesse est indicetur, quae- 
nam sint quantitates, quae inter difTerentiandum constautes manent. Sit enitn 
f ipsarum x, x, .... x„ functio, assumtis illarum variabilium n fuuctionibus 
a>i, u>i .... c*j. si ipsa f pro variabilium x, w, , w, .... u„ fuuctione habe- 
tur, Variante x non amplius constantes erunt co, , u, . . . . oo „ , si x,, x 2 .... x. 
constantes manent, neque si &>,, u> 7 .... constantes manent, etiam con- 
stantes erunt x t , x, .... x n . Expressio autem ^ prorsus diversos va- 

lores indicabit, sive hae sive illae quantitates inter difTerentiandum constan- 
tes sunt. Ex. gr. in functione f dnarum variabilium x at y ipsius y loco 
introdacatur ipsarum x, y functio quaedam u pro altera variabili indepen- 
dente, quod antea erat differentiale iam erit 



ita ut idem signum 4 -- valores prorsus diversos significet, pront y vel u 

coustaus manet dum f respectu ipsius x difTerentiatur. Qua de re et in hac 
et in aliis Commentationibus quoties Differentialium Partialium usus erit, 
dicendo variabilium x, x t .... x„ ipsam f esse funclionem, non fantum in- 
dicabo, ipsam f a variabilibus illis pendere, constantem manere si illae con- 
slantes maneant, variari si varientur, quod idem locum haberet, si ipsarum 
x, x, .... x, loco aliae quaecunque variabiles w, w, .... w„ earum functio- 
nes, ut independentes introducerentur : sed ipso dicendo f variabilium x, 
x, .... x„ esse funclionem subintelligam , quoties ea fimctio per partes 
differentietur ita instiluendam esse differenliationem ul ex ipsis illis varia- 
bilibus semper una tantum varietur dum reliquae omnes constantes 
( maneant. 
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Nec minus quoad sigua, ut formulae omni ambiguitate eximerentar, 
uecesse esset ut non tantum indicaretur variabilis cnius respectu differentiatur, 
sed simul totum systema variabilium independentium, quarura fnnctio per 
partes differentianda proponitnr, nt ipso signo eae quoque qaanlitates qoae 
iuter differeutiandum constnntes maneant cognoscereutur. Qnod eo magis 
neccssarium possit videri, qnia evitari nequit quin in eadem Ratiocinatione 
vel etiam in una eademque formula inveniantnr differeutialia partialia ad di- 
versa variabilium iudependentium syslemala referenda, veluti in expressione 
supra proposita, 

• S f , df d u 

~Sx ' du * ~dx * 

io qua f pro ipsarum quidem x et ti f sed u pro ipsarum x et y fnnctio 
habenda est. ln quam expressionem m^tabatur , s j « loco y pro va- 

riabili independente introducitun Quod, si adscribnntur variabili dependenti 
independentes ad quas differentiationes partiales referuntur, indicari poterit 
per banc formulam, omni arobiguitate exemtam, 

df(x.y) __ Bf(x, I«) J_ Sf(x , u) du (x, y) 

dx dx _r du dx ’ 

Sed notatio, in aequatione antecedente adhibita, sicnti aliae omnes, qoae 
üngi possuni ad differentialia partialia ipsa significandi ratione omnino de- 
finieuda, in quaestionibus certe generalioribus et formulis magis complicatis 
molestissima evaderet nec ferenda esset; scilieet pro maiore variabilium in- 
dependentium numero pluribusque terminis eveniret nt formula, quam una 
tantuui linea repraesentare licet, totam paginam occuparet. Quando sine 
graviore incommodo licet quamquam maxirae affectanda sunt signa, quibus 
et omnis ambiguitas tollatur et formulae sine interpretatione verbali adiecta 
per se clarae et intelligibiles liaut, in hoc tarnen casu propter summam 
illam nec evitandam prolixilatem acquiescendum esse putavi in notatione 
differentialium quae variabilium independeutium indicationi supereedet. Neque -- 
eveniet ut lectori intelligenti et ratiociuia sedulo persequenti in dubitatio- 
nem venire possit, ad quodnam variabilium indepeudeutium systema singuia * 
differentialium partialia referantur. Interim ubi ratum videtnr, quo facilins 
duo differentialium partialium systemaTdiversis variabilium systematis respou- 
dentia inter se distinguantur, alterum more Evleriano uncis includam. 
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' 3. 

Quacnnque aequatione inter plures quantitates proposita, nisi aequatio 
ideulica est, quantitatum illarum anaquaeque per reliquas determinari potest. 
Identicam dico aeqaatiouem ia qua termini omues se uiutuo destruuut unde 
quantitati deteruiiaaudae inservire nequit. Si ex aequatione proposita 
quantitatis alicuius valor petitur isque valor in aequatione proposita ipsi 
quantitati substituitur, aequatio identica emergit, seu potius huuc ipsum dici- 
mus valorem quantitatis ex aequatione petitum sive aequationi satisfacientem 
qui quantitati snbstitutus aequationem identicam reddat. Quia nullitatem 
different iando rursus nullitatem ideoque terminos se deslruentes diflerentiando 
rursus terminos se deslruentes obtiues, sequitur, aequationem identicam 
cuiuscunque quantitatis respectu differentiando rursus aequationem iden- 
ticam prodire. 

Voco aequationes a se independentes, quarum nulla neque ipsa ideu- 
tica est neque reliquarum ope ad identicam reduci polest. Proponantur 
inter quantitates x, x, .... x m aequationes, 

u = 0, u, = 0, .... u m = 0; 
ex aequatione u = 0 petatur quantitatis alicuius x valor per x l} x 2 etc. 
expressus atque in reliquis aequatiouibus u,= 0, u, = 0 etc. substituatur; 
deinde ex aequatione «,ssö petatur alterios quantitatis x, valor per x 2 , 
x j etc. expressus atque in ipsius x expressione inventa et in reliquis aequa- 
tionibus w, = 0 etc. substituatur, etc. etc. Si hac ratione pergimus aequa- 
tionibus, 

I. u ssa 0, 11, = 0, .... «J = 0, 

et ipsarum x, x, .... x t valores per reliquas quantitates a? 1+I , x i+2 etc. 
expressi eruut et reliquae aequationes, 

2. **i+t — 0» Wi+i s .... u m = 0, 

solas a?i +M etc. coutinebunt, sive quantitates x, x, .... x k ex iis eli- 
minatae erunt. Si pro nullo ipsius k valore minore quam m evenit ut sub- 
stituendo ipsarum x, x t .... x k valores, ex aequationibns (i.) petitos, una 
aliqua aequationum (2.) identica evadat, praecedente methodo totidem quau- 
titates atque proponuntur aequationes determinari seu per reliquas quanti- 
tates exprimi possunt. Si vero pro certo ipsius k valore evenit ut substi- 
tuendo ipsarum x, x, .... x k valores ex aequationibus (1.) petitos reliqua- 
rum aequationum u t+ , =0, a i+7 = 0 etc. una identica evadat, aequatio illa 
identica ad unam quanlitatem per reliquas determinandam adliiberi non pote- 
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rif, linde eo casu non totidem quantitates per reliquas exprimi possuni atque 
acquationes propositae sunt. Qua de re aequationes proposifae a se invi- 
cem independenten sunt aut non sunt prout earum ope quanlitatum inter 
quaa proponuntur totidem aut non totidem per reliquas exprimi possunt. 
Nullo aulem modo fieri potest ut aequationibus propositis determinetur quan- 
titatum numerus maior numero aequationum ; unde aequationum a se inde- 
peudentium uumerum aut aequare aut excedere debet incognitarum quas 
iuvolvunt numerus, uunquam ei inferior esse potest. Si valores quantitatum 
e totidem aequationibus inventi rursus in bis aequationibus substituuntur, 
aequationes idcnlicae evadere debent. 

Propositis aequationibus a se independentibus, quantitates earum ope 
per reliquas determiuaudae non semper ex arbitrio ciigi possunt, Yeluii si 
duae quantitates x et x k in Omnibus aequationibus propositis nonnisi ad- 
ditione inter se junctae inveniuntur , ipsum quidem x -f- x t neque vero siu- 
gulas x et x k per reliquas quantitates exprimere licet. Si aequationibus 
u = 0, «i = 0, .... « m = 0 quantitates x, x, .... x m determinari seu per 
reliquas quantitates x m +, etc. exprimi possunt, ex aequationibus illis nulla 
deduci potest inter solas x m+1 , x„ +J .... x n seu e qua simul onines x, 
x k , .... x m eliminatae sint. Nam eiusmodi aequatione quantitatum x m+I , 
x m + 2 etc. aliqua veluti x„ +1 per reliquas x^ etc. exprimi posset, ideoque 
ope m + t aequationum wi-J-2 quantitates x, x t .... x m+l per reliquas 
x m +i etc. determinarentur quod fieri nequit. Contra si non fieri potest ut 
ex aequationibus a se independentibus, 

u — 0, u k = 0, .... u m = 0, 

omnes x, x, .... x m determiuentnr, ex aequationibus illis semper aliam do 
ducere licet inter solas x m+ , , x^ etc. seu e qua omnes x, x t .... x m 
eliminatae sunt. Faciamus enim pro ipsius k valore aliquo minore quam m 
aequationibus, 

« = 0, «, = 0, .... «i = 0, 

determinari x, x k .... x k earumque valores substitui in aequationibus, 

« 1^.1 — 0, «i +2 = 0, .... « m — Os 
tum demum bis aequationibus nulia amplius determinatur quantitatum x t+L , 
x*+ 2 .... x m , si per substitutionem factam quantitates illae ex aequationibus 
«i+i = 0 etc. omnino abennt seu aequationes inter solas x m+1 , x m+i etc. 
prodeunt. 
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Vidimus antecedentibus, propositis intern -fl incognitas m-{- 1 aequa- 
tionibus independeulibus, non (antum aequationum propositarum nullatn re- 
liquarum ope identicam reddi posse, sed etiam ex incognitarum numero as- 
- signari posse idque in genere variis modis incognifas n — m inter quas 
nuila existat aequatio quae e propositis aequationibus derivari possit. Aequa- 
tiones u — 0, «, = 0, .... «,„ = 0, quibns (olidem quantitates x, x,....x m , 
quas involvunt , deierminantur, harum quanlitalum respectu dico a se in- 
dependentes. 

4 . 

Prorsus similia de functionibus a se independent ibus valent. Func- 
tiones pluriuin variabilium voco a se invicem independentes si earum nuila 
neque Constans est neque per reliquas exprimi potest vel quod idem est 
si inter fuuclioucs eas solas nuila locum habet aequatio ab ipsis praeterea 
variabilibus vacua, quae runcliouum expressiones subslitueudo idcntica fiat. 

Si inter functioncs propositas cjusmodi babentur una pluresve aequaliones, 
functionum totidem per reliquas determiuari possnnt, inter quas nuila amplius 
aequatio locum habet. L'ude si functioncs propositae non a se independentes 
sunt,' earum aliae a se independentes erunt, reliquae per eas exprimi po- 
terunt. Si fuuetiones fr, fr,....fr„ non a se independentes sunt, fuuctioiies 
autem fr„ fr, .... /*„ a se independentes sunt, erit fr ipsarum fr„ fr, .... fr, - 
functio. Nam si fuuetiones fr, fr . . . . f n a se independentes sunt, aequatio 
inter omnes f, fr .... fr, locum babens ipsa functione fr vacare non potest, 
quae ideo ea aequatione ut reliquarum fr,, fr l ....fr n functio determinalur. 

Si ipsarum x, x, .... x K fuuetiones praeter bas quantitates alias a, 
a,, a, etc. involvunt, eas fuuetiones quantitatum x, x, .... x x respectu 
a se independentes dicam, si inter solas fuuetiones et quantitates a, a, 
etc. nuila aequatio locum habet. Si loco plurium functionum una tautum 
habetur uuius variabilis functio, Casus quo functiones a se non indepen- 
dentes sunt, in eum redit quo functio Constans est. Aequatione enim, quae 
inter functiones propositas locum habet, functio si unica (antum proponitur 
Conslanli aequatur. Sint fr, fr„ f \ etc. functiones variabilium x, x, .... x „ 
a se independentes, sitque x uua variabilium quas fr continet: exprimere li- 
cet x per fr reliquasque variabiles x,, x, .... x . Qua ipsius x expres- 
sione substituta in functionibus fr lt fr, etc. continebil fr, praeter fr quasdam 
variabilium x„ x,.... x„; alioquiu enim fr, per solani fr exprimeretur quod 
CrtUe’» Journal J. U. Bd. XXII. Htt 4. , 42 
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est contra suppositionem, functiones fr f x etc. a se independentes esse. Sit 
x t una variabilium qnas praeter f involvit fr, expriroere licet x, per fr, fr, 
x,, x t .... x„, quae expressio substituatur in ipsaroin x, fr,, fr, etc. ex- 
pressionibus iuvenlis, qao facto illae et ipsae per fr fr,, x s , x 5 , .... x n ex- 
primuntur. Et continebit rursus fr quasdara variabilium x 7 , x } .... x„, cum 
e suppositione facta fr per solas fr fr exprimi nequeat; unde rursus varia- 
bilium x J} Xj .... x. aliquam per reliquas atque ipsas f, fr fr exprimere 
licet. Hac ratione si pergimus, datis functionibus quibuscunque a se invi- 
cem independeutibus, variabilium quas coutinent totidem per reliquas et 
functiones illas delerminantur. Neque plurea variabilium x etc. per reliquas 
ipsasque f etc. exprimi posse, inde patet, quod ponendo m -f- 1 aequationes 

/ f(x, X| .... x„) = td 

t ) fl( X l X l •••• X n) = W 1 


\ frm (•** » X l • • * • X n) == « * 

non plures quam m t quantitates determinautur. Neque si praeter func- 
tiones a se independeutes fr fr .... f m aliae proponantur f »+! etc., quae 
per solas fr fr .... f m exprimi possunt, plures quam m 4- 1 variabiles per 
reliquas ipsasque f, fr .... f m , f m+x etc. exprimere licet; nam cum ipsae 
fm+l etc. per solas f, fr .... fr m exprimantur, hoc idem esset ac si propo- 
neretur plures quam m ■+■ t variabiles per reliquas et wi -f- 1 functiones fr 
fr .... f m exprimere. Videmus igitur, prout functiones plurium variabilium 
propositae a se independentes aut non independentes sint, variabilium toti- 
dem aut non totidem per reliquas et functiones illas exprimi posse, vei vice 
versa functiones a se independentes aut non independentes esse, prout va- 
riabilium totidem aut non totidem per reliquas funclionesque propositas ex- 
primere liceat. Sequitur ut Corollarium, functionum a se independentium 
numerum variabilium quas continent numerum superare non posse. 

Si numerus functionum a se independentium minor est numero varia- 
bilium quas continent, variabiles totidem per reliquas functionesque propo- 
sitas determinandae uou semper ex arbitrio sumi possunt. Veluti si in func- 
tionibus proposifis duae variabiles x et x,, tantum in binomio x-f-x, inter 
se junctae obveuiunt, certo non licet singulas x et x t seorsim per functio- 
nes illas et reliquas variabiles exprimere. Quoties x, x t .... x m per re- 
liquas x m+ , etc. functionesque fr, fr x .... fr m exprimi possunt, inter quantitates 

fr fl* . * • • f m , X m+l> .... X„ 
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nulla locum Labere polest aequatio quae substituendo fuuctionuw f,f 
expressioues identica fiat. Si enim haberetur, ejus ope una insuper varia- 
biliuin x m+t , x m+i etc., veluti x m+l per quautitates f, f .... f m , x m+5 , 
x m+ , .... x„ exprimi posset ideoque propositis m- fl aequationibus (1.) 
deterininarentur in -f- 2 quautitates x, x, .... x m+l quod fieri uequit. Vice 
versa si iuter functiones a se independentes f,f .... f m atque variabiles 
x m+ , , x m+J .... x„ nulla locum habet aequatio quae substituendo functionum 
f, f, .... f m expressioues identica fit, ipsas x, x g .... x m per quautitates 

ft fit «... fm , ^m+l» .... X n 

exprimere licet. Vidimus enim §. pr., si m + 1 aequationibos (1.) incognitae 
x, x , .... x m non determinautur, necessario eas incoguitas ex aequationi- 
bus (1.) eliminari posse; unde prodiret aequatio iuter ipsas u), w, .... u m , 
&m+iy Xm+i .... X„, 61 ve f, f .... f„,y X t , X m ^y .... X„, quod SUppOsi- 
tioni factae coutrarium est. 

Sequitur ex antecedentibus, si m + 1 functiones n -}- 1 variabilium 
a se independentes proponautur, non modo nullam iuter solas functiones illas 
aequationem locum Labere, sed semper etiam e numero n -f- 1 variabilium 
extare n — m, inter quas et functiones propositas nulla aequatio locum ha- 
best, eive non modo functionum proposilarum iudepeudeutium nulla per re- 
liquas functiones, sed ne per reliquas quidem ilias n — m variabiles exprimi 
poterit. Functiones rn -f- 1 a se independentes per quas reliquasque varia- 
biles totidem quautitates x, x x .... x m exprimi possuut, secundum appella- 
tionem supra propositam designare licet ut functiones variabilium x, x, .... 
x m respectu a se independentes, quippe inter quas nulla aequatio locum 
habere potest ab ipsis illis variabilibus vacua. Functiones propositae va- 
riabilium loco quarum respectu independentes sunt pro variabilibus indepen- 
dentibus snmi atque ut tales in aliis functionibus introduci possuut. quod fit 
variabiles illas per ipsas functiones aliasque quas functiones involvunt va- 
riabiles exprimendo. 

5 . 


Propositis variabilium x, X, .... x„ functionibus totidem 
ft fl • . . . fy 

formentur omnium diffcrentialia partialia omnium variabilium respectu sumla. 
unde prodeunt (n + l) 1 quautitates, 

Sf, 
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Delerminans ad haruui quanlitalum syslema pertinens, 

Bf Bf t df n 


2± 


-St 


dx t 


voco Delerminans funclionale vel magis diserte, Delerminans ad functio- 
»es f, f t .... f n variabilium x, x t .... x„ pertinens sivc functionum f, f t 
.... f* Delerminaus variabilium x, x t .... x R respeclu formaium. Nam si 
plura variabilium syslemata modo boc modo illud pro independentibus su- 
munlur, accurate iodicandum est, quarum respectu functiooes differeutientur 
vel formetur Determiuaus funclionale. Si uua (antuio habetur fuuctio, redit 
Delerminaus funclionale in Quotientem differentialem functionis. 

In genere Delerminautis gradus (4*) idem est atque functionum 
nuinerus; quoties vero functionum propositarum complures ipsis variabilibus 
aequautur, Delerminautis gradus minuilur. Sit ex. gr. 

fm+l == ^m + M /m+3 == • • • • fn =z &n1 

fit Delerminaus funclionale propositum, 

^ ... Bf Bf , 8f m 

— c x ex, dx m 


Si omnes functioues proposiiae singulae singnlis variabilibus aequautur, De- 
lerminaus propositum in unitatem abiL Si functioues 

/«+1 J /m+2 fn 

ipsarum x m+I , x m+J .... x n functioues quaecunque sunt, ipsas x, x t .... x m 
non involveutes, fit Delerminaus propositum, 

.... 0 fjL = 

7>x, ’*** "3x* 

C f Bf , C fm V I Bfm + 1 8 f « 4-1 Bfn 

liocf •••• dx m ' * - 5x M+t • dx ^.1 •••• axT* 

Quae omnia ex iis sequuntur, quae in Commeutationc „De Determinantibus" 


2j± dx • 


2± -äx- 


Bfi 




$- 6. probavi, dummodo ipsius loco pouitur ai 


6 . 

In limine quaestionum de Determinantibus fuuctiouaiibus se offert 
Propositio, functionum a se non iudependentium evanescere Delerminans, 
functiones quarum Delerminans evanescat non esse a se independentes. 
Demonstremus primum functionum a se non indepeudentium evauescere 
Delerminans. Sint f, .... f n non a se independentes ita ui inter eas 
locum habest aequalio, 

TUfsfl ....fn) = 0, 
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quae identica fiat substituendo ipsis ip.xas variabilium x, x t .... jt, 

expressiones quibus aequantur. Aequationem autecedentem singularum varia- 
bilium respccfu diflerentiando obliuemus boc aequationuni systema, 

n _ Bf ön , df t sn • , df„ an 

0 = d^'-FT + ~5t'TT • •• +"ä^r*ä77 
n Bf an .Bf. an ef K an 

äx, ' 5f~ ' ax, ■ df\ dx, " 'd/!.'' 


0 = _£L.™ 

ax» a/ 


+ 


a/, an 
ax» a/,’ 


+ 


a/» an 


ax» a/; 

Qua aequationes haben possuut pro eystemate aequationuni liuearium inter 
(otidem iucoguitas, 

an an an 

ST ’ ’ ST ’ 

io quo (ermiui constautes nihilo aequantur. De eiusmodi syslemate eonstat 
(7*), nisi omues simul evanescaut iucoguitae, eius Detcnuinaus uecessario 

d U 

evauescere. Quautitates autem . etc. omnes simul evanescere uequeuut, 

quod idem forel ac si n omuibus f, f, .... f n careret, unde quoties functio- 
ues f, ft .... f n a se independentes non sunt fieri debet, 


q. d. e. 


2 ±Tx 


p*. 


B A _ 


dx n 


= 0, 


7 . 

Paullo prolixior est demonstratio rigoro9a Propositionis inversae, 
quoties evanescat Determiuaus, functiones non a se iudepeudentes esse. 
Quam ita adornabo demonstrationem ut primura probem, si theorema i m te ce - 
doB» de n functiouibus propositum iustum sit, idem de n-j-1 functiouibus 
valere. Unde valebil Propositio de quocunque functionum numero ubi de 
duabus functiouibus comprobata erit. 

Voceraus 

A, A„ .... 

expressiones quae in Determinante, 

2 . AL Hx. Hl. 

dx ' dx, dx» J 

resp. multiplicatae inveniuntur per 

_df - df df 

dx * dx, •••• ax, 5 
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babeutur aequationes ideuticae (6*): 

44 - .... 4 k= 4 L A+ 

Cx, dx„ dx • 


>• s ±-H- 


o = 


Ci 

Bf, 

dx 


Bf A 


A + 


X 

AL 


i • • • ■)• 


dx. 


.4| » « . . *|" 


AL 

dx, 

AL 

dx. 


A, 


0 


AL. 


+ a * •••• +Tx, 


AL 


A.. 


Statuamus functioues f t , f, .... f, a se independentes esse; si enim non 
sunt, iatn locnm habet, quod demonstratu proponitur, functioues propositas 
non a se iudependeutes esse. l’oterunt variabiiium x, x t .... x, numerus n, 
veluti x t , x u .... x, per * ipsasque f, f, — f, exprimi ita ut f, , f, .... f n 
ipsarum .... x, respectu a se independentes sint (p. §. 4.). Quas 

ipsarum x n x. .... x, expressiones in functione f introducenda, ipsa f ex a- 
dit fnuctio variabiiium, 

X, fi> ft .... f n . 

DifTerentialia partialia barum variabiiium respectu suuita uncis includamus: fit 

Ix = ( ff) + (l/r) * Vx + (f/f ) • 4&- — * +0!j 

porro si i quemcunque iudicum 1 , 2 .... n desigoat, 

Bf _ (AL) AL. + (AL) AL. _i_ (JJL\ AL. 

~str \df t )’ Bx, + \dfj'dxi + \df , /* dxi • 

Quibus expressiouibus subsiitutis in (1.), expressiones resp. multiplicatae per 

(AL) (AfA (AL) 

V577/’ \df t )* * * * * V bf, )' 

propter forniulas (2.) identice evauescunt. Unde prodit formula memorabilis, 


2+ »-L. 4 L- 

— cx cx. 


AL. - ( £L) a 

dx, — U* ) A 


sive 


q s f AL ALL — (Af)-x+ 8 f> AL AL 

8 ^ ,± dx'bx t •••• \ihr)*' ± d» t 'Tx^ •••• liir* 

Evanescente igitur Determinante ad laevani, evanescere debet aut (^) 


aut Determinans, 




iA 


BL _ . 

335 ^1. 


Suppouimus propositum de n functiouibus valere sive Delerminaute « functio- 
uum evanescente functioues uon a se independentes esse. Unde eva- 
uescente Determinante praecedente A, functioues fi, fr .... f, ipsarum r, , 
x , . . . . x „ respectu uon a se independentes forent, quod suppositioni factae 
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conirarinm est. 


Evaaescere igitur debet alter factor unde sequitur f 


per solas f, f, .... f n absque variabili * exprimi posse. Itaque functiones 
ft fi • • . . f. non a se independentes erunt, q. e. d. 

Propositum postquam de n + 1 functionibus est demonstratum «bi de 
n functionibus valet, generaliter valebit ubi de duabus functionibus compro- 
batnm erit. Quod ita fit. Sint f f, ipsarum x, x, functiones quaruu De- 
terniinans evanescat sive sit idenlica, 

Bf dfi LL Bf, __ Q 

dx * dx, dx, * dx 

Est f aut Constans aut alteram certe variabilium veluti x, involvit, unde 
x, per x et f , exprimi potest. Qua expressioue in f substituta fit, 


unde 

Alter factor 
unde fit, 


4fr “ (44) + (4f-)-^~ 

4fr = (4fr) -4^ 

0 = 4L JA 8 L AL = (4L) JA 

dx dx, dx, dx \ dx • ' dx, 

-JA non evanescit cum f ipsam x, implicare supponamus, 



sive functio f per x et f, expressa variabili x vacat soliusque f, functio 
fit. Evictom igitur est, quoties identice sit, 


4L 

dx 


4L. 

dx. 


4L 

dx. 


Bf, _ 


dx 


= 0, 


aut esse f, Constantem aut f ipsins f, functioncm, ideoque functiones f f, 
non independentes esse, q. d. e. 

E Propositione, functionum non a se independentium evanescere De- 
terminans, sequilur functiones quarum non evanescat Deterininans a se in- 
dependentes esse ; e Propositione, functiones quarum evanescat Deterininans 
non a se independentes esse, Bequitur functionum a se independentium non 
evanescere Determiuans. 

Si una tantuin liaberetur functio, Proposiliones antecedentibus pro- 
batae in banc redireut, functionem esse Constantem aot non esse Constan- 
tem prout eius differentiale aut evanescat aut non evanescat. Vice verr.» 
antecedentia doceut, banc Propositionem ad systema functionum plorium 
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variabillum extendi posse, si conditioni functionem esse Constantem substi- 
lualur conditio functiones a se non independentes esse, differentiali autem 
substituatur Determiuans functionale. 


& 


Designantibus f, fi •••• f» variabilium x, x, .... x„ functiones a se 
iudependeutes, si propouitur hoc systema aequatiouum linearium, 


4 T‘ r + T^ s_r ‘ •••• + -Hr r » = s ‘ 


•• = * 


dx. 


df» , ■ 9f. 4 . _ . 

r * •••• + 7T^T r » — 5 


öx, 


dx K 


aut boc 


+ .... = 


3 x 


= « 


2 . 


^ ^ < I 9 fl , I 9 fn M 

äx7 * + 3x, ** - M ‘ 




* -J- 


ö/\ 


•< 


c*x, 


W. 


öx„ * • di, 

earurn aequatiouum resolutio semper possibilis et determinata est. Quippe 
secundum tbeoriaui notam aequatiouum linearium turn deraum accidit ut 
aequatioues lineares impossibiles aut ad determinandas incognitas insuf- 
ficientes evadaut si earum Determinans evauescit (7 #). At aequationum (1.) 
aut (2.) Determinans, 

* + J.L AL. iA 

S± Öx • dx , •••• dx. ’ 


quoties functiones f, f t .... f n a se independentes sunt, non evanescere 
§. pr. demonstravi. 

Ipsam resolutionem aequationum (1.) aut (2.) bac ratione eruimus. 
Cum f, f k .... fn a se independentes sint, ipsas x, x, etc.' per f, etc. 
exprimere licet. Quibus expressionibus substituiis in alia quacunque ipsa- 
rum x, x, etc. functioue p, ea in functionem ipsarum f, f t etc. abit. Eritque 
ipsius sp differentiale partiale quantitatis f k respectu sumtum, 

i Up dtp d x . d <p dx, , dtp _dx«_ 

’ ~d]T dx dfk dx, ‘ dfk ****"•" dx „ ’ dfk 
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Hinc ponendo Q = f prodit, prout k—i aut k a i diversns est: 

{JJL dx -I d fi 5x, , dfj dx, , 

| d* • a/i t ^ - Tfr •••• +Ti“ -~a/r = 1 
ßJL 4 . JUL ax, 4. a/i ax„ 

. dx *^7T + ax, • Tf k + TT n ' TfT = a 

Si in ipsius x x expressione per f, f, etc. exhibita substituimus ipsarum f, 
f clc. expressiones propositas, ea identice ipsi x, aequalis fit, qua de re 
eam ipsius x* aut alius variabilis x t respectu differentiando nanciscimur 
nnitatem aut nihilum, sive fit: 

df a* t + T/T äxT * 


TT a*, + BJT ’• 

Muitiplicando /l.) respective per 

axj ax, 

“£/ r ’ "STT" » • * • 
et addendo, fit aequationum (5.) ope: 

dx k dx. 

r * - ~Fr* + ~zrr Si 

Muitiplicando (2.) respective per 

dx dx, 

a/i ’ "37T» 

et addendo, fit aequationum (4.) ope : 


4 _ , 

‘ a/i, 3 x 4 * 

4- ÖXk t £ • n 

+ 'ä77*iir = °- 


6 . 


ax» 

* ~ayr 

+ df, # * 


ax. 


7. 


/. — _a x , c 

‘ a/i “+ a/i 


ax, 


a/i 




a/i 


Quae formulae has suppeditant Propositiones : 

I. Sint variabilium x, x, .... x„ fuuctiones f, f, .... f, a se invieem 
independentes, si proponitur hoc aequationum linearium systema, 

n /» n ^ n s 


ax r T ax, r » •••• + ax. 


df 

di; r - = s 

, ßf ». r 4. a A . _a A 

^x r + ax, r * — + dx, r " ~ ** 


4§- r + l^- r ‘ — • = V 

earum resolutio semper est possibilis et determinata eruntque incogoi- 
tarum valores: 
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d x , d x 

r - + 


-4- - 

t ~s~jT~ *" 


r — ^x , s I. 4- ^ X| s 

r ' öf 9 + 'S7 t * 3 • •• + ~S~f7 " 


r _ dx, , 5g, 

" ■“ af " 


4- ^ x " j 

' + a/; * Ä 


II. Sint variabilium x, x t .... x, fuucliones f f •••• f» » se inviceui 
independentes, si propouilur hoc aequatiouum linearium systema : 

^ / 4- ^Z* 1 / 4. / 

a* f ^ .... -r-str*» 


dx 


u 


df /i df , . | a/ - , . _ 

7x7*+ ax, * •••• +äir / - — W| 


ax„ * + ää7*" +ä^7 / '* ~ 

carum resolutio seuiper esl possibilis et detenninata eruntque incogui- 
tarum valores: 

. B x . d x , . $ x. 

t — -0J-H + -JJ- U, .... 4- -gy- tt„ 


. CI . 

f, — -Qf- U + 


df x 


, a®, 
1 • " " 1 1 ^ 


t = dx U 4- dx ‘ , i 4- Sx * u 

tn dfn " + 8f, + 7/T “*• 

Ex bis Propositiouibus sequentia fluunt Corollaria: 

III. Si variabilium i, i, .... i, fuuctiones f, f, .... f„ a se indepen- 
dentes sunt, ex aequatiouibus, 


4L r A.AL r | df r _ 0 

8x r + ax, r ‘ + ax„ r " ~ 

4A. r 4- JL£i- r 4- $£'- r — 0 

+ öx, r + ax« " — 


_JÄ 

ax 


r + 


JA 

ax, 


+lf '•■=». 


ueucssario sequitur 

r = (), r, = 0, .... r» = 0. . 

IV. Si variabilium x, x t .... x„ fuuctiones f, f { .... /„ a se indepen- 
dentes sunt, ex aequatiouibos, 
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* I df t . i Bf n m — q 
1 T -szr » » • • ■ • T -jr~ — u 


Bx 

UL 

B x. 


Bx 

1 4- d/ 1 1 # 

Bx, tl " 


+ •!£-'■ = ° 


Bx„ Bx H '••• + Bx n * ~ U ’ 
necessario sequitur 

t = 0, t, = 0, . . . \ l n = 0. 

Si iu Propositione I. aut II. aequationes lineares ct propositas et 
resolutas accuratius inspicimns, videmus alias ex aliis obtineri, iucoguitas r 
aut / cum terminis constantibus s aut u simulque quotientes differentiales 

U-. CUUI quolientibus differentialibus eommutando. Quod facilcm sup- 

peditat regulam pro eiusmodi aequalionum linearium resolut ioue. Siinul e 

formulis praecedentibus patel quomodo quotientes differentiales e quo- 

C 1 f 

tienlibus differentialibus obtineantur. Collatis eniui formulis praecedeu- 

dx k 

tibus cum iis quae per notos algorithmos algebraicos resolutioni aequalio- 
num linearium iutervientes obtinentur, formato Determinante 

. Ul. 


R 


* + JL 

z,± Bx ■ Bx, 


sequitur 


8 . B. 


u. 


3. 


sn 

UL 

Bx k 


»ive aequatur 11. jL Aggregalo terminorum quod in Determinante H per 
,_LL multiplicatum reperilur; unde ex. gr. fit, 

9. 


n . L*L = s±44 i -.4^ 


8 : 

irr 


- dt 


Bx, 


Ul 

3 3 r„ 


9. 


Adnotari potest succincta differcntialium partialium Dcterininanlis 
funclioualis exprcssio quam per formulaui (8.) §. pr. obtinere licet. Pro- 
ponalur ipsura II differcutiare quantitatis alicuius a rcspeclu quae sice turn 
variabilium x, x, etc. sice aha quaecunque t/uantifas sit quam functiones 

43* 


Digitized by Google 



336 


12. C. G. J. Jacobi, De Determinantibus functionalibut. 


f, f etc. implicant: fit 


dR 


= 2 - 


dR S*'f, 

bf i C a ö x t ’ 

Sx^ 


utriqae * et k sub siguo 2 tributia valoribns Omnibus 0, 1, 2 
mula praecedens per (8.) $. pr. in hanc abit: 

SR _ S 'fi dx i 

~d^~ = /t2 'äT^"ö7r’ 

fit autem 


For- 


S'f dx , S'fi dx t , J'fi 

"5a üx” Sfi ' da d x k dfi ‘ dadx K 


dx„ 

~s}7 


nude prodit formula: 

1. 


Sf 

V a 

~S7T 


ölogR 

T 


Sf 


+ 


Ms. 

Sa 


d4£- 

da 

~sfr- 


Sf ^ Sf t 

Itaqne ad obtinendum ^ - ; expressionum propositarum f, f t etc. quaeque 

f ipsius a respectu differentietur, differentiale per ipsaa f, f, .... f. ex- 
primalur eaqne expressio ipsius f respectu differentietur : horum ouiuium 

n-fi (iifferentialium Aggregatum aequabit ipsum . 

Io Commentatione (le Determinantibus §. 10. demonstravi, posito 


fieri 

Statuendo 


R = S + aalflj 
2 ±ÄA\ .... A i 


_w 

°n 1 


A f — SR 


d,Y’ 


i „(m+l ( 

Z + ö,„ +1 a, 


(m+l> ^(m+3) 


J*} 


sec und um (8.) g. pr. fit, 


(0 Sf t 

°* “ 

A? = « äx * 


«7T’ 


quod substituendo et dividendo per R m abit formula praecedens in hanc: 

a r> ^ 1 Sx dx, dx m J_ Sfm+\ dfm 41 d frn 

2. ^ C= 2±5^.g^— 

Ex hac formula permutatione iudicum sive ipsarum x sive ipsarum f pluri- 
mae aliae obtinentur. S« ponitur m = n, loco citalo formula prodit, 

* 2 + AA\ .... A\ ? = R\ 
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unde eo casu abit (8.) io banc formularo, 


ilS + 


df m ~jf\ df n 


= i 


sive 


3 . 2 ± 


5 x 

TT 


W, 


d 3C n 

~w* 






Si una habetur unins variabilis x functio f et vice versa x per f exprimi- 
tur, ipsius x differentiale sumtum ipsius f respectu valore reciproeo gaudet 
differentialis fuuctionis f ipsius x respectu sumti. Similiter formula prae- 
cedens docet, si habeantur « + 1 variabilium x, x, .... x n totidem funetio- 
ues f f .... f n et vice versa x, x, .... x m per f, f ^ exprimantur, 
Determinans fuuctiooale ipsorum x, x, .... x„, formatum ipsorum ff .... f n 
respectu, gaudere valore reciproeo Determinantis functioualis ipsoruui f, 
fi .... f K variabilium x, x, .... x H respectu formatL 


10 . 

Antecedentia docent quomodo obtiueatur Determinans functionale si 
non ipsae dantur fuuctionum expressiones explicitae sed vice versa varia- 
biles per functiones exbibitae dantur. Qua quaestio redit in geueraliorem 
invenire Determinans functionale si defiuiantur functiones per aequatioues, 
inter functiones ipsas et variabilis propositas, sive si functiones impli- 
cite dantur. 


Defiuiantur ipsarum x, x t .... x n functiones ff .... f per aequa- 
tiones sequentes inter omnes illas 2 n + 2 quantifates propositas, 

F = 0, F t — 0, F t = 0, = 0. 

Substituei’do functionum f, f .... f expressiones per x, x, .... x, exbi- 
bitae, ex Kequationibus illis prodeuutes, earura aequationum quaevis, 

F. = 0, 

identica evadit. Quam aequationem differentiando variabilis alicoius x k re- 
spectu prodit 

dF < | * p i . df . dPi df, dP t df n 

-äir+TT ~^; + ~df • eir *••• +wr~d^r 


i. 0 = 
Statuamus 


*. 


dPj m df m (i) 

df m ~ dx k “ 
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sit porro 
erit e (!■)• 


(()_(») i _(J) J») t _(0 JX) !•) 

OL (i -p ttj fl| • • • • -p Ct ft — C\ 


3. 4° = - 


Ö X. 


lani vero habetur formula nota (13*), 


» 


S±cc;c'; .... <' = 2±aa',c£ 
uude substituendo ( 2 .) et (3.) provenit, 

4. ( 


a"'‘ . 2 + a a\ <£ 




v . dF 0F, 

~ J± TT‘df l 


y+fS* 4 . ^ P ^P« 


BFn 

X n 


d F„ ^ 3/, 

y/7 ’ ^ — dx ' 3i, 


*A 

<3x. 


Quae forniula suppeditat valorem Determinantis functionalis propositi. 


dF BF , 


, . - ■ ^F, 

— , df df , d A /• iy-n ~ dx dxj fL x " 

5 - 2± “3x • TST “ ( aF aF, öf, * 

- ~$T‘~dJ7 ■' 7TT 

Variabilis x functioue aliqua /* definita per aequationem, 

*V> x) = 0 , 

obtinetur functiouis f differentiale, variabilis x respectu sumtum, si ipsius F 
dlfferentialia ipsarum f et x respectu sumta alterum per alterum dividuntur 
et signum ncgativum praefigitur. Prorsus simili modo, docet formula (5.), 
variabilium x, x, .... x n fuactionibus f, /*, .... f n definit is per aequationes, 

F = 0, F, = 0, F, = 0, 

functionum f, f .... f n Determinans, variabilium x, x, — x„ respectum for- 
matum , aequari Quotienti duorura ipsarum F, F, , .... F n Determinantium 

ipsarum f, f f, et ipsarum x, X, .... x„ respectu formatorum, signo 

au t — praefixo prout ipsarum f, f etc. nuinerus par aut impar est. 

E formula generali (5.) sequitur ut Corollarium formula $. pr. de- 
monstrata. lnveulmus enim Proposiliouem, datis iuter ipsas x, x t .... x 
ft f\ .... A aequationibus F = 0, Ft—Q, .... F„ = 0, si f, f t . 
per x, x , . ... x„ exprimantur, ficri, 


’n 9 

A 


s+i/.iA. 

** ~ ' ' clx, 


ex 


^ , j9F 5P, d F„ 

d A r y.+i *' ~ dx •’g x, 0X„ 

Clx, 1 ) 


dF 


^ , pr ö F, d F n 

~ ± Tf'~dj\ • ä77 

unde secundum candem Proposiliouem si x, x, .... x n per f, f • 
exprimautur Ceri debet, 
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3F dP, öF n 

dx dx, dx. 


2± w Wi **“ 'djr 


2+ dP Hl. öF b 

= f-.y+r.- W df> ““ äTT 

' 1 5F 3f, 7)F B » 

•X *3T ,- 5 •••• -sr 


ideoque 


2 ± 


dx dx, 


dx. 


dx Cx, 

1 


ff*. 




quod §. pr. probavi. 


2+ IZT a/T» 
• ätr •••• ik 


u. 


Supponamus fuuctiones f, f t . . . . f n non immediate per ipsaa varia- 
bilea x, x, .... x„, sed per earuin functiones, 

. ^P> ^Pu & • • • • <Pp 

expressas dari. Sit 


*• Ctm — 


«) _ d fi _<*>__ 




o» 


dxk 


unde staluendo, 


JO „(i) Jj) . „(0 _(*> i J (l) 

Ci = a 'a ' -f- Ö! äi .... -f- (L p a p 


= ^.-pL + pl.p-i .... + _ ö A.j^ 

o? ö*, oy, oxi 1 ^ Xt . 


erit 


2. * = 


ax t • 


Inveaimus in Commenlatione de Determinanlibus §. 12 sqq., si p<in : 

3. 2 ±cc\c'i .... cl" 1 = 0, 

si p = n, 

4. S + cc^Cj .... <£’ = 2 + aai .... a^.S + aa', .... «i'’’, 
sip>n, 

5. 2 ±ce\c'i .... ci" 5 = Ä. |2 ± a m a«, . . , . a^(„j • 2 + a m u‘ m <£<.,}, 

ubi sigoum <S pertinet ad canctas combinaliones quibus pro iudicibus m, 
in' .... tn! n) snmuntur n-\-\ diversi ex ipsis 0, 1, 2 .... p. Ex bis tribus 
forraulis (3.), (4.), (5.), substituendo elemeutis, 

_<0 fl (») M) 

’ C k » 

diifercniialia partiaiia (1.) et (2.), tres Propositiones sequentes flunni: 
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Propositio I. 

Determinans funclionum , qoae omnes per minorem functionuni nu- 
merura expriini possunt, evanescit. 

Uaec Propositio cum iis convenit quae supra demonstravi; quoties enim 
functiones propositas per minorem aliarum quantitatum numerum exprimere 
licet, functiones non sunt a se invicem independentes (§. 4.), functiouam 
autem a se non independentium Deterrainans evanescit (§. 6.). 


Propositio II. 

Sint f, f, quantitatum <p, .... <P„ , ipsae <P, <P, .... (P„ 

quantitatum x, x , . ... x n functiones, uude ipsae quoque f, f, .... f m 
pro quantitatum x, x , .... x n fnnctionibus haberi possunt; quarum 
functionum Determinans aeqnatur producto e Determinante funclionum 
f> fi ipsarnm (p, (p, .... <P* respectu atque Determinante functio- 

num <J>, (Pi .... <P„ ipsarum x, x t .... x n respectu formäto sive fit, 

_ , Bf Bf, df n _ T . Bf BJjl 3_f, d<p Bjp^ Bern 

^ — Bx'Bx, " , 'e>xü — Btp’Btfi "" 3 <fn — Bx'Bx, 8x n * 


Haec Propositio est prorsus analoga ei, in quam pro n = 0 redit, designante 
f ipsius y, y ipsius x functioue, esse 


*f = *f . 

dx dy dx 


Neque formulae simplicitas minuitur modo differentialibus Delerminantia fun- 
ctioualia substituantur. 


Propositio III. 

Sint f, f, ....f n functiones tuaioris numeri quantitatum, <p, £>, .... $ p , 
quae ipsae sunt variabilium x, x, .... x H functiones; formetur pro- 
ductum duorum Dcterminantium , 


S± 


Bf Bf, 
3 cp " B <f. 


3 f n y j _ 8<p Bqc, Bq>n 

B lfm ~ Bx Bx, "" Bx n ’ 


omniaque similia pro quibuscunque n+I e p-\-\ functionibus <P,,<P,... 
... <p ( , : omnium horum productorum summa aequatur Determinanti fun- 
ctionum f, f, . ... f n ipsarum x, x, .... x n respectu formato, sive fit: 







Bf» y, dtp Bq>, 


öjM 

BxJ 
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Haec Propositio analoga est huic, functionis planum quant datum differen- 
tiale obtineri differentialia functionis singularnm quantitatum respectu sumta 
respective per singularum quantitatum differentialia multiplicando omniaque 
producta addendo. 

Scquitur e Propositione II. baec ut Corollarium, in qua ipsius Q 
loco eleinentuni y posui : 


Propositio IV. 

Sint f f .... f„ quantitaium y, y t .... y„ functiones, si expri- 
muntur cum f, /I .... f, tum y, )*, .... y K per alias quantitates, 

x, x t .... x„ , 
erit 

^ ■ df df t dfn 

„ . df df t dfn _ * ± dx TC 

oy 0)1 dyn - , dy dy l dy, 

^ — a _ • ~5~Z "... -j _ ~ 

O X O X, OXn 

Haec Propositio buic respondet, in expressione perinde esse quaenam 

variabilis sit cuius respectu diflerentietur, sive expressa et f et y per aliam 
quamlibet variabilem x, fieri 

, JL 

d f dx 

dy ~ dy 

dx 

Si in Propositione IV. ponitur f=x, f = x l .... f H =zx K , redimus in 
fonnulam (3.) §. 9. 

12 . 

E Propositiouibus §. pr. traditis aliae quaedam fluunt adnotatu dignae. 
In Propositione II. §. pr. ponamus, 

(p = X, <P, == x t , .... <p m = x m , 
secundum §. 5. fit. 


2 + S(f . d<p> 


_ -r Vm+I Ö 9 , «4 1 d (fn 

— Ä ~ •••• "ir_ ■ • 


1 » K • A . • • • • »x “ “ ^ » e • 'S t • • • n 

Ö X OX t OXn O Xm+I 0*» 

Unde docet Prop. II., si in Determinante functionali, 

v + J£ AL. d f* 

dx dx g dx n 1 

ipsarum x m4 , , ~r„ +J .... <r„ loco aliae ipsarum x, x t .... ar„ functiones, 

t^m+l ) > .... tyn} 

CreUei lonratl i. M. Bd. XXII. HU. 4. 44 
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pro variabilibus independentibus introducantur, fieri 


1 . 2 + 


- d i 


df df, 


±A . 

dl« 


, df df, d f jti dfm+i df m+i df« ^dtp«, +l dtp m +i dtp« 

I ~x — . - 5 — *- * • 3"^ • 5“^ — MM ~K~ • 4m/ Vv • 3 •••• -5 " • 

ox OX l O X m C(f m + 1 Offn OIm+1 0^42 O X m 

Hinc si unius taut um variabilis x« loco alia variabiiia <P introducitur, fit, 

2. a± |£ ft- pL.? ± *L.3L .... P=lM. 

ox dx, öxn cx n da? dx, dx«.i dtp 

Si insuper iu formula (1.) ponitur, 

fim+l 1=1 fm+ls &.-1+2 == fm+11 • • 
fit secimdura §. 5., 

^ , df d f, df«, Ö/-+, dfm+n df« _ ^ , 9f df, df 

— dx dx, ox. dif.+i dcf> m +i dtp« dx dx, dx m 

Unde sequitur Propositio prae ceteris meraorabilis Deterniinaus functiouale 

z±.U-.»A .... *A 

ox dx, d x„ 

si in functionibns f, f, .... f m variabilium ar m+I , x m+ , .... x« loco ipsae 
/■„+,, Uvx introducantur, fieri 


— f«, 


3 . 

2 ± 

o x dx, 


i,± <5* - dx, 


df m 


■ 2 + 


dfm+l 


1A 

dx« 

dfm+i 


dx« 


3 • 4mi 1 ^ • « 

V X m Ö X m «^. | CXm+l 

Qua in formula tenendum est, duorum Determinantium iu se ductoruni prius 
ipsarum x, x, .... x m , f m+l , f„ +1 .... f„ respcctu formalum esse, in poste- 
riore ipsas f m+l , f m + j • • • • f« pro variabilium x, x, .... x« functiouibus 
haberi. E formula praecedente pro m = 0 sequitur, 


4 . 2 + 


df_ d± 


dx« 


&)*± 


dx • dx 

in qua uucis iunuitur ipsam f pro ipsarum 
Hane forraulam iara supra §. 7. denioustravi. 


df, df. 


■ dx, * dx. 

f. 1 r. ' ■ /. 


cx m 



functioue haberi. 


Datis ipsarum x, x, .... x« functiouibus <P„ +1 , .... <p«, si 

exprimuutur ar„ +1 , a?„ + , .... x« per x, x, .... x m , (£>„+,, <P„ +J <£„, 

fit secundum $.9. (3.): 

2 .J. 3(Pw+l C^m+l dtp« 1 

dx m +7 dx« v , d x.^,) d x,^., dx« 

d <P„+i‘ d tpm+i ’*** d 

Qua in formula in formaudis Determinantibus functionalibus habentur quan- 
titates x, x, .... x m pro Constautibus. Substituendo formulam praeceden- 
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<f «• 


tem in (I.)» sequitur, si ipsarum x, x x .... x, funcliones f, f x . . . . f. nec 
non ipsae x„ +l , x ^ .... x n exprimantur per 

Xf X x . • • • X mJ @m+l • • • • tyn, 

fieri, 

Bf dj\ df„ df„ + i df^i df„ 

„ _ Sf 6 fi df* “* d x' 9x , dy„-n ^»41 * “ dy» 

a ‘ ^ — dx *3x, c)x„ 77 dx„+t dx m +i Sx n 

Jm "» ^ •••• 

o tfm + 1 V <fm+? 

Porro e (3.) sequitur, si exprimantur 

f, f x ... . f m , X m +i , X m +2 . ... x n 

per quanlitates 

X f X t . . . . X n , fm+l > f «+1 • • • • fn J 

fieri 

x , Bf df x 

R " dx *“ 

— 8x dff ”** d x * x -L ^ J m 4t ÖXm+I 

2± ä77 + 7-a7„' + 7 

Formulae (5.) (6.) etiam e Prop. 10. §. pr. deducunlur, ipsis y, y, .... y„ 
aubstituendo x, x x .... x„, ipsis autem x m+l , x m+i .... x n substituendo 

fm+ 1> /m+S •••* /»* 


Bfm 

dx m 

e>x„ 

“ä/7 


13. 


Ponamus, ipsarum x, x t ... . x n functiones f, f x . . . . f n determiuari 
n + m-J-1 aequationibus iuter quantitates illas x, x x .... x n , f, f x .... f n 
aliasque quanlitates, 

fn+l, /»+! .... /»4m 


propositas, 

F = 0, F x s 0, .... b = 0, 

ac quaeratur rursus Determinans functionale, 



Ex aequationibus, 

J^4i e= 0, F — 0 .... Z* 1 ,+ m ss 0, 
ipsarum /■«+, .... /!+„ petamus valores eosque in functionibus F, 
F x .... F n substituamus, erunt F = 0, F x = 0 .... = 0 aequationes 

inter solas quantitates 

Xf X x ... . X„ f ff fl ... . f H . 

Quarum aequationum ope determinads ipsarum x, x x .... x n functionibus 

f, fl .... fn, fit e (5.) 8. 10.: 

44 * 
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2 + 


3F d F J 8F * 

df df, dfm / ,v, 4 .| — cTx’3x, 3x„ 

- 3x ’ 3x, 3^T ~ ^ ^ . 3F 3 f, 5K 

2± w df , •••• w* 


Fractionis ad dextram cum numeratorem tum denominatorcm muhiplice- 
rnus per 

i 3 F„+i d F„4.j d F„+ m 
*-Tfc~l-dfn+, **•* df^ ’ 
erit secundum (3.) §. pr. 

3F 5 F, d F, 3F„+, 3F*4? 

bx ’ 5 "" 3x,, "cT'n+i *^7 »+j 


2 ± 


2 ± 


^.3* 3F, 

2 i ~W ‘ ^77 


3 F 3 F, 

3x * 3x, 

3 F, + „ 

"• • 
3F 3^_ 

2,± ^T'Wi *' 


3F, 

öx„ 


3 F„ 

3A 


3F„ + „ 

3f„+. “ 

j 3F„ + i 3F,+i 3F,+ m 

s± 37^r-37^r •••• 37,;„ 


■v 4 . 5F .4, 3 F»+7 

S± 37^-3^ 


siquidem in lacva parte aequationum praecedentium ipsas F, Ft 
rursus pro omnium /| .... ar, a?, , 


3 F„. 

dfn+m ’ 

.. n*. 

£?„ fuuctionibus habemus 


qoaies propositae sunt, 
expressio quaesita, 

2 . 


Substituendo formulas praecedentes in (1.), prodit 


s±|£.4£ 

dx c 




. . dP 3F, 
*“ ~~ 3x * 3x, 


iA = 

3x, 3x„ 

3 F„ 3 F„ +1 3 F„4] 
3x, ‘ 3^4. * 3 /»41 


3F^4* 

3 fn+m 


,Mli] 


^ d P d P, d F„+m 

~ ± Tf'~dJ~ 3AA 

Quae docet formula quomodo inveniatur Determinans functionum quae quo- 
cunque modo impiicito dantur. 

Si determiuatur unius variabilis x functio f per m -f I aequationes 
inter quanlitates x, f, f, .... f m propositas, 

F = 0 , F, = «, F m = 0 , 

fit 

% .3P_ 3 F, 3F, 3F„ 

g df “ — 3x ‘ 3 fi ‘ 3/ ' t * * * * 3 /ü 

dx 


-Tf“ 
~ ± ~dj 


d F, dP t 3F m 

^ fi *"57» 

Quam formulam si cum generali (2.) comparas, et hic vides perfectam lo- 
cum habere analogiam inter differentiale primuni functionis unius variabilis 
atque Determinans systemalis functionein plurium variabilium. 
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Hemonstrabo iam Proposilionem, quae prae ceieris memorabilis atque 
iuucta formula (2.) §. pr. ipsis Determiuautibus functionalibus inveuiendis 
coromoda est. Ponamus enitn inler quantitales x, x t .... x n datas esse 
iotidern aequalhmes, / 

f — ®» fi — ®m • • • • fn — 

in quibus a, a, etc. sint Constantes: dico Delerminuns 

\s+i£ / 

\ d.T ’ <5 Jf, * Bx h 

non mutare valorem si functiones f,f, .... f varias subeanl mutationes 
quales per aet/uationes proposilas subire posmnt, ita tarnen tU functioni 
alicui f transmutandac non ipsa adhibealur aequatia f = a ; . 

Sufiicit Proposilionem praecedeutam pro casu demonstrare quo uua 
tan tum fuuctio /'mutationein subeat per aequationes inter ipsas x,x l ....x„ 
propositas, 

f i = ®i i fi == . . . • f n = ß« • 

Propositio enim pro uoa functione demoustrata ubi successive sin- 
gulis funclionibus ff . ... f applicatur, propositum demonstraUim erit pro 
casu generali quo per aequationes proposilas simul omnes functiones f, f 
.... f n mutantur. \ ' 

Ponamus igitur per aequationes, 

1. fl =a tt|, fi — etil • • • \ fn = etnj 

fieri 

2 . f=<p-, 

probandum est per easdem aequationes fieri, 

3 -£+ 5 f ifi — d f' d f * d f* 

ox dx, dx, ax n dx dx l ox % dx n 

Fuuctio praeter variabiles x, x t .... x n implicabii Constantes a, , a 2 

.... a n ita ut pro ipsis a,, a, .... a* restituendo functiones /*,, f .... f n 

ipsa <P ideotice redeat in functionem propositam f. Iline per aequationes 

(t.) locum babebunt aequationes, \ 

I df dtp ■ dtp d{i_, dtp df, dtp d f„ 

dx dx • da, " dx ‘ äa t ‘ dx **** ' J3a„ " dx 

df _ dtp ■ dtp df, ■ dtp dfj , dtp dj, 

dx, dx, • da, * 9 jc , * da, * dx, "" * d\n * dx, 

df dtp , dtp df, . dtp df, , dtp dfn 

dx n d Xn ‘ da, ‘ dx m ^ da, dx m **** * d an x„ 
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Ouibus substitutis io Determinante 


2 + -: 


sf ef, 8f t 


— dx * öx, * dx t 


dx. 


sequdnteru eruimus expressionern, 

^ . 3 ft s f » I d f> S fi ?ft ?f- 

“ dx\ dx, * dx t ” * * * " dx* ' da, dx * t)x, *^dx, *’* * dx* 


\ 


■ „y , df t df , d/ L 

' da, "T dx ' dx, ’ dx, 

■2 + ILl. If±. 1L. 

+ dXt . dx * 


d y 

ö^ 

da, ~ d 


1/- 

()j n 

iA 

dx« 


AL, 

dx» 


At Determinanlia singula in singulos factores, 

dy dy dy 

\ T*a, ’ "3 a, ’ , " ’ da» 

ducta identice evanescunt, unde fit 

v + AL UL. A - s+ */-, A 

dx dx, dx, . cx n dx dx, dx, 

N i mir um si in differentialibus, 

dy dy dy 

Hx* dx, ’ * dx« 

pro ipsis a,, a, .... a« restituis fanctiones fi, f, .... f n , Determinans ad 
dextram identice in Determinans ad laevam redit. 

Si per aequationes, 


<p = 

*» f, — 

«2» £ 

'*= a 3 . 

• • • 

• fn = a n 


fit 

/ 








A = 

= 0., 




eodem modo probas fieri, 






- dy d/~, 

**■ dx ’ dx, 

A 

• <\ • • • 

dx. 

. 

dx« 

= 2 + 

d y 
Tx - * 

A d/, 

■A”--a7 *■ 

dx« 1 

unde etiam 




N 



2 + 4*-.#-. 

— dx dx, 

df, 

dx, **• 

SA 

dx» 

= 2 + 

dy 

dx 

dy» A 

\dx, ‘ dx. 

A 

• • • Ä 

CXn 


Sic pergeudo sequitur generaliter, si per aequationes, 

f — /I = ®i» •••• fi— i = 0(_, , as Of + iV, • • 

fiat 

fi = <P.5 

per aequationes, 

/' == tt,/i — et«, ..../’» = a«, 

fore 

/ä. 2±4L.-Hi- .... = s ± 4*-.-j&- 

— dx dx, dx» dx dx, 


/i. = a„ 


Vy, 

“ ^3T' 
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Nimiruin restituendo in omnibus 

- d<Pi 

pro Constantibus a„ fuuctiones f, f n f, .... f m , Determinans 

functionale alterum in alterum Ulentice redit. 


15. 

Sit uumerus variabilium quas functiones f, f .... f n iuvolvnnt uiaior 
numero fauctionum: fuuctiones iliae si a se uou independentes sunt, qua- 
rumque n+1 variabilium illarum respectu nou a se independentes erunt. 
Soilicet aequatio quae inter eas locum habet omnino nullam praeterea varia- 
bilem involvens, saue efiam quibusque n -f- 1 illarum variabilinm vacabit. 
yua de re e Propositione §. 6. sqq. probata sequilur, si variabilium x, x , 
.... x„+ m fuuctiones f t f» .... f H non a se iuvicem sint independentes, omnia 
earum evanescere Determinantia formata quarumcunque n -j-i e n -f- m + 1 
variabilibus x, x, .... x, +m respectu. Et vice versa locum habet Propo- 
sitio, bis omnibus evanescentibus Determinantibus, functiones propositas a 
»e invicem uou independentes esse sive inter eas aequationem locum habere 
ab omnibus n-fm+1 variabilibus x, x, .... x nJfm vacnam. Quae ut 
demonstretur Propositio probemus rursus si de n fnuctiouibus valeat eandem 
de n+1 functiouibus instam esse; quod sufficit ad Propositionem genera- 
liter demonstrandam quia pro una functione constat. Nam pro una quidem 
functioue haec evadit variabilium x, x t .... x„ +m functionem f esse Con- 
stautem si eius differentialia partialia, 

-AL *f 

Sx y dx, • • • • i)Xn+m * 

cuucta evauescant. 


Pouamus functiones f, f» .... a se invicem independentes esse; 
nam si functiones f, f .... /■_, uou a se iuvicem independentes forent iain 
locum baberet quod demonstrandum proponitur. Cum propositum pro n 
functiouibus iustum sopponatur non evanescere possunt singula fuuctiouum 
f, fi .... f*- t Determinantia quae formari possunt n variabilium e numero 
ipsarum x, x % .... x^ m respectu; alioquiu euim secundum Propositionem 
illam functiones f, f .... non a se independentes forent. Sit 

Bf.-» 

dx.~i 


D = 2 + |'.|^ 

— OX ÖX . 
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Determinans non evanescens; eligamus ex Omnibus functionum f, f .... f H 
Determinantibus ea in quibos ipsae x, x t .... x„_ t inter n -J- 1 quantilates 
sunt quarum respectu Determinans functiouale formalur, hoc est Deterininantia, 

V + JL JA Jf'-zL 1 A S + -ÜL JA AAr! JA 

— ÖX dx t *'** V X„ _1 dx n ’ C Ix ’ fix '••• t)x H ..i * dx«+| ’ 

V4.ll Ml lA=i d U v+df d f> i£=* *f- 

““ dx dx A dx fl -i dx„+2 dx üx, dx n -i dx fl+n 

Ipsarum x, x t .... a? n _, loco ipsas f, /| .... ut variabiles indepen- 
dentes in fnnctione f introducamos, secundum ea quae §. 7. demonstravi, 
abeunt deterininantia anteccdentia in expressiones, 

*(££)- B (JJ °{s¥£l< 


ubi uncis innuo functionem differentiandam per ipsas 


f> f ••••/”. 


«— 1 J 


p.* *.+i 


u n-f m 


expressam esse. His autem expressionibus evanesceutibus, cum B non 
evanescat, fieri debet, 


JA = o 

u ’ 


A/L - 


Öx„ + | 


= 0, 


= 0 
Bx„+„ ’ 


unde /■„ solas /*, .... implicabit ideoque fuuciiones f, f 
se independentes erunt, q. d. e. 


• fn non a 


Demonstravimus antecedenlibus, evanescentibus 7/i-f- 1 Determinantibus 


2 ± 


Bf B f , 


1A 


dx 


a/-., 

dx. ’ 


S + -?/ . M 

dx dx. 


dx, " ' öx a -t 

v+*f d f\ 

dx dx, 

neque simul evanescente Determinante J? sive 


* ± *LM*. 

ö x Ö X | 


. * 


3/.-. Bf 

dx,. 1 ‘dx <+ ,' 
C*Xn_|'cijr. +m ’ 


fore /*„ ipsarum ff.... functionem. At si ipsarura /7 /i ....f. 
fuuctio est, initio buius §’ vidimus evauescere functionum f, f .... f m Üe- 
terminantia formata quarumcuuque a-fl e quautitalibus x, x t .... x„ +m re- 
spectu. Quorum Determinautium uumerus est, 

(fi-f-m-J-t) (a-f-m) .... (n -|- m -J-t ) (n -f- m) .... (n-f-1) 

1.2.3 .... l*+l) 1.273 .... (m+1) 

Quae igitur omnia evanescere debent simulac ilia m -\- 1 Deterininantia era- 
nescuut, siquidem ipsum non evanescit Determinans B. 
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fn-i * vidimus 


16. 

Quo melius perspiciatur nexus qui inter Determinantia lila 

1.2.3 (,, + m + l) 

1.2 .... m. 1.2 .... (n + i) 

intercedit quae evanescere debeut omuia simulatque certa m + 1 ex eorum 
iiumero evanescunt, formulas sequentes adiicio. 

Fingamus novas ipsarum x, x, .... x n+m functiones arbitrarias, 

/"+>> /»+3» • • • . f»+my 

ac ponamus, 

t •«? _L. df df , Sfn - 1 3 fn+i iti) 

dx tfi, di^i di^.1 * 

Qua in formula ufrique Indici * et k competunt valores, 

x 0, ly 2 .... tu. 

Variabilium x, x t .... loco introducendo f t . 

S. pr. fieri, 

*• * = b ( t ^)’ 

siquidem rursus 

B = 2 + .... 

3* 3x, ’ 5x,_i ' 

Sequilar e (2.): 

2 ± 3313;' .... b™ = ZT +1 2 ± (-!£-) . (^i) . 

At e formula (3.) $. 11. mutatis mutaudis sequitur, 

s+ *f 3/j_ _ 

s± ~zr-ttr •••* 3t;- “ 

s± .... .... 4 

V oac* / \ oXn+i / 'o^i+b * 5x dar, öxn-t ’ 

unde fit, 

3. 2±331 .... 3^ = B-'Z+M-.M*- .... #£±=. 

3x dx, 3x„ +m 

■ Cuius formulae in quaestionibus de Determinantibus frequeus usus est. 
Ponamus 

— ßf = Z+öJL'djL .... «fes. _^/L lfi±L dfn-t 

Pl ^dx-Tx, Txj.rax^-^ 

seu prodeat — ß* e Determinante 

2± -f£. .... i^L 

3x 3x, 3x„_i 

difTerentialibns ipsius x t respectn sumtis diflerentialia ipsius respectu 

Crclle'l Journal d.U. Bd. XXII. Hft. 4. 45 


(3/m^\ 
\d x„4„ / 


Digitized by Google 



350 


12 . C. G. J. Jaoobi, de Determinantibus functionalibus. 


sumtasubstituendo; erit ß* 5 Aggregatum termioorum qui in expressione b k per 

df*+i 


multiplicantur. ünde sequitur Aggregatum quod in Determinante, 

2 ±bb\ b™ 

multiplicatur per dfn a/ a+l 

•••• 

esse , , 

2 ±00', .... ßL"’- 

At Aggregatum (ermiuorum qui in Determinante, 

^ , df Mx_ __ 


dx 


3 fn+m *-v 
ÖX >' 


d fn+m 

dx m 


lf*_=L 

dx„+ m 


dx ‘ 3x, 

(_i - 

• 

»er eundem faetorem, 

Sfn dfji+i 

dx ' cSx, 

multiplicantur, est 

2 ± • 4 * — 

Unde terminos per faetorem illum multiplicatos inter se conferendo, nau- 
cisciraur e (3.): 

4 . 2 ±0ßi .... ß- =(— i) b 2± ä^-^tr+T •••• 5^r + -- 

Habemus igitur banc Propositionem: 

E Determinante, 

n _ * + JJL UL .... _*£=• 

tf — " ± ^t , öx. •••• t)x._,’ 

deducantur (m + 1)’ alia Determiuautia, uni cuilibet differeutialium^ ipsa- 
rum x, x',.... respectu sumtoruin subslitueudo successive diflerentialia 
ipsarum 

^-r+U ..." 

respectu sumta; illarum (»»•+■ l) 5 quantitatum Determiuans aequatur ex- 
pressioui, 

- y»+iü*ffl 2 + ^ .... 4 ^-- . 

' ^ CX/n+l ÖXm+'l v^n+m 


p 111 


*) Signum ( — l)" :m + I) determiuatur cousidcrationo, comrautando 0, 1,2 .. 

i i_|_l 0, i .... » — 1, Permutationem esse positivam si p par sit; porro ai p 

impar, ’esse Pennutationem i, i+1 .... p, Q, i .... t— 1 positivam aut negaUvan» 
proot t par aut impar sit I ndo generaliter iiaec posterior Permutatio positiva aut ne-; 
gativa est, prout ip est par aut impar. V. Com. de Deierm, 
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Aequiparemus in formula (3.) terminos in factorem, 

5 /•+ 1 3 f 1+1 8 f n+-m 

d * »1 • • • • “f\ * " 

X ÖX, OXm- 1 

ductos. In expressioue 

.... |£=L.|£±L 

dx dx t 0X *_ 1 ÖXn+4 

fit Aggregatum tcrminorum per 

' &f*+i 

3 x,_i 

multiplicatorura, 

, 3 f 3f, 3fi-i dfi-i dh 3f n -i /jci— «> 

■ • "h ~ ~ •••• 'S • ~~K • — • • • • V, - Ijl m 

CX Öx x OXi -2 ÖXn+l O Xi d X,_| ^ 

(Jude in laeva parle forniulae (3.) fit Aggregatum terminorum per factorem 
propositum multiplicatorum, 

s .... ßr* 5 . 

In Determinante, 

2 + .... = 

— dx dx, öx„ +m 

( |)«l>+l)5l df 3f , 3 f„ 3 f„+l 3 fn+7 3 f n+m 

dx m OX m+ l dfn+m dx dx, dx m _l 


fit Aggregatum tcrmiuorum per eundcm factorem multiplicatorum, 

Afi 

3 Xn+M 


(_1 )-WD2+ii-.^L .... Pk-, 

~ 3x„ dx m+ , 


3 f*+m 
3 x m _, 


Unde e (3.), terminos per 

3 fn + 1 3fr+l 
dx ’ dx, 

multiplicatos intcr se comparaudo prodil: 

5. 2±5ßißi .... tfT* 1 ' = (—1 IT 2 ± 
Eodem modo obtinctur generaliter, 

e. 2 ± b k ... . Äir/’ ft ß; +J .... ßr' 1 = 




± ß (m) 2 + 


j9/ 5/-, 


3x„+„ ’ 


3 -X m — ,+. ( Ö Xm— (+1 

qua in formula signo + subätitiieudum est aut ( — 1)" l " , ' 4l> aut ( — |)"i«+o > 
prout t par aut impar est. 

Determinantia m-fl, quae §. pr. evanesccre supposui, secundum no- 
tatiouera hic adliibitam suut, 

b> b lf .... b n . 

Siuguli termini Determinantis, 

s ±*ftß'i .... ßr 0 , 

45 * 
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±L_ 


per illarum quantitatum uuam multiplicantur, unde statuamns : 

2 + iß.K .... 3« _1) = + •••• +KK. 

Quantitates fi k ideoque etiam factores K differeutialibus functiouis f n 
oinniiio non afiGciuniur; porro ex Omnibus b , b, .... b m unicuui b k conti- 
net differentiale 

-M- 

OXn+t 

idque per B multiplicatum. Unde in Determinante antecedente Aggregalum 
terminorum per multiplicatorum fit h k B. 

Uiuc ubi pouiraus, 

s± ^r--5i!^T dx n+m - Nx. + P 1 a-^+7 •* 

designante Aggregatum terminorum in Determinante 

■S-f— multiplicatorum, sequitur e (5.), 

X " + * Kji = ( — 

ideoque 

.... = (-1)* W,, B- + . 

Unde e (5.) fit : 

7. (lb -f- f*2®I •• • • *1“ — B'Z + - jf . ^ -f-~ 

U x m (J JC m +i 

Variabiles quarum respectu formatur Determinans, 

.... 

OJOm 0X^1 CJCn+m 

sunt n — m ex ipsis x, x v .... pro quibus suinsi ipsas 


dx„+ m ’ 
praecedente per 


"f* 

3f* 




u m+l f 


&n—l 


1? 


ac praeterea *n-f-l novae variabiles 

^-n* ®<t+l» ..." X» 

Si m = n, variabiles quarum respectu Determinaus ad dextram formatur 
omnes sunt novae 






Unde formula (7.) docet quomodo e functiouum f,f, .... f m Determinanti- 
bus b k per idoneos factores multiplicatis et additis proveniat earundem functio- 
num Determinans quarumcunque variabilium respectu formatum atque per 
ipsum B multiplicatum. Hiuc bene patet, quod §. pr. demonstravi, quotuodo 
omnibus b k evanescentibus neque ipso B evauescente, simul cuncta illa De- 
terminantia evanescant. 
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In dextra parle aequationis (7.) omnino non insunt diiTerentialia, 

8fn dfn df. 

dx » ax, » •••• » 

quae etiara quantitates \j, t non afficiunf, sed omnes qnanlitales b, ö, .... 
In ipso Determinante, 

bi — 2± l£- 

est Aggregatum terminorum per multiplicatorum, 



— £± 


sf AL AL ALi 

•\ • »i * n •••• v • 

OXn+k OX, OX, ÖXj-l 

Unde e (7.) haec fluit Propositio: 


Sit fit funciionum f, /|..../U, Determinans quod in Determinante, 


*c + AL 

’ dxm+» 


5/, 

•m+1 


per JA multiplicalur, ubi »» .<», erit 

***„ s f_ AL AL 

P — dx» * 5 x, * dx t 

+ u S + _JA.JA.JA 

+ X öx. 


+ „ 2 + _§/_ JA JA 

+ f^2«± 5 x B+m * öxj -ax. 


AL 

C^m+n 


a/u 

3x w 

a/u. 

dx„_, 


JAl _ 


'X_i 


= 0. 


Si m — tt, in bac aeqnatione idenlica bina functionum f, /*, ....fn-i Deter- 
miuantia in 6e dncta ita inter se comparata sunt ut alterum formetur ipsa- 
rum x„, x n+l .... x n+m respectu ona ommissa, alterum formetur huius ommis- 
sae atque aliarnm variabilium x, , x t .... x B _, respectu. 


17. 

In formuiis (1.) et (3.) §. pr. ponamus n= 1, sequitur ponendo 

1. « - 4P. 


fieri 


Tx 


2 . s±m; .... C = .... |A±l. 

a* öx, 5 x m+1 

Ponamus esse x ipsarum x,, X, . . . . x„ functionem determinatam aequatioue, 

f= 0 , 

erit 

*• = °> 
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ideoque 

1(0 djf_ dfi+ t df dfi + 1 Bf idfi+i , d fi+ i dx > 

* dx *3x 1+1 dx i+1 ' dx dx (3x 1+1 ‘ dx "öx, +1 V 

Si uncis innuimus, in functione differentianda ipsius x substitutuni esse Va- 
loren» per x n x 2 .... x n exhibitum, erit 

( dfi+t \ _ df+ i , df i+ 1 Sx_ 

, 'dx {+l / dx l+l dx ’^7+. ’ 

4. »1» = U (#fe-) . 

oi V di 1+1 / 

lliuc divideudo per /Z™ sequitnr e (2.), ubi simul — n ponitur, 

5 - Ä 2 ±d£)(J£-) •••• (A9 = •••• !£• 

Statuamus, 

erit secundum (3.) . 

24 *L .... = 

— o x dx, dx„ 

— j,. 

dx t dx, 

unde eruitur formula memorabilis, 


dx. 


6. 


ubi 


2± (^t)-(t^-) (4fr) = 

d x 

' ~Bx t 


. * 3 x . 3x 

^4 — j4i • _ — A 1 . • 


— A. 


-A, 


dx 


1- 


A = 2 + ^-.-|^- 

(7X, CJCj 


AA 


ipsaque i4t e A prodeunt diflereutialibus, ipsius x k respectu sumta, differeu- 
tialia ipsius x respectu sumta substituendo. Formula (6.) inter egregia in-, 
venia illustrissimi TLagrange censetur. 

Ut e formula (2.) deduceretur (6.), observo, non necessarium fuisse 
ut sicuti (eci poneretur aequatio f = 0. Nam cum in aequatione ideu- 
tica (2.) ipsa f quaecunque sit functio, pro ipsis quoque, 

df 

Bxn+i 


jr~’ 

dx 

in formula (2.) quantitates arbitrarias ponere licet ideoque etiam quanti- 
tates 

Cxj+i . . 
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*fi 


Ponamus 


sequilur e (1.) et (2.), ponendo, 


_ 

— » 


7. 




•o (i+,) o 1+l 




fieri . 

- 8. '2±bb\ .... b™ — flfS + aa,^' .... oV 

Qua in formula cum ipsa a* 0 quantitates quascuuque designare possint, po- 
naiuus 


a (i+1! = u 


i+1 > 


„0+0 _ 

öl+i 


3«. 


+i 

r i+i 


designantibus u, u, 
fonctiones: erit 


w„ quascunque variabilium 


bf = «. 3 “'+> 


3 Xi 




3 u 


i+i 


*+* * F: 


= ««. 


l+l 


d x 


i+i 


Ilinc ponendo rnrsus m + l=n, suppeditat formula (8.) Propositionem, 
designantibus u, u, .... «„ ipsarum x lt x 2 x n functiones, ponendo 

II. M* — K « 


= V 


I* 


= r. 


= 


fieri 

9 . S± 


S± u. 


du, du j 

3x, 


3 K.i 

3x„ 


3 v, dv, di>n . 

3^7' 3^7 •••• 3x„ “ u m-i 3x, 

Ipsis «, u, ....«„ substituendo tu, tu, .... tu„, designante t et ipsa functio- 
uem quamcunque , non mutabuntur v,, Pj .... p„. Unde docet Proposilio 
praecedens, ponendo tu, tu, etc. ipsarum u, u, etc. loco, Determinans 

. .. 3«i Su i £"» 

— dar, dar 2 dx Ä 

aliam non subire mutationem uisi quod per factorem T +1 multiplicetur, pror- 
sus ac si t Constans esset. Quod iam olim alia occassione adnotavl 


18. 

Rationc simplicissima exbibetur Determinans functionale, quia ad uni- 
cum terminum revocatur, si functionibns in certum ordinem dispositis, quae- 
que in subsequentibus unius variabilis independentis loco introducatur. Quod 
convenit cum elimiuatione successiva, qua plurium acquationum systema ita 
praeparatur, ut successfve e singulis aequationibus singularum incognitaruiu 
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valores petere liceat. Sit ex. gr. inter incognitas x, x, .... x n datum 
aequationum systema, 

f “ tt 5 fi — O-i | .... f n = a„ j 

e prima aequatione ipsius x valor per reliquas incognitas x lt x? etc. ex- 
Iiibeatur atque in reliquis aequationibns substituatur, deinde e secuuda 
aequatione, quae iam inter solas x n x 7 .... x„ erit, petatur ipsius x t valor 
per X,, x s etc. exhibitus atque in reliquis aequationibus substituatur et ita 
porro. Ea ratione aequationum praecedentium systema ita praeparatur ut 
f n solam x m ’ y f n -i solas x n) x n _ t j f ,_ 3 solas x „ , ar„_ 3 etc implicat. 

(Jude ultima aequatione ipsa x n determinatur; eius valore in paenultima 
aequatione substiluto, ea solam implicabit ideoque ipsius x,_, valorem 
suppeditat, et ita porro. Aequationibus dicto inodo praeparatis, functio 
praeter ipsas, 

*i, *<+l .... x n , 

adbuc implicabit quantitates 

a y ctj • • • • Äi-i • 

Pro quibus quantitatibus restituendo ipsas f, f .... fit f ipsarum 
ft fit • • • * fi- J» X il *i+l > .... 

functio; quod indicabo ipsius f loco scribendo, 

fi (f> fit .... ,/j-l» *<> *<+i» .... **)• 

Differentialia partialia autem ipsius f per illas quantitates exhibitae uncis 
includam ut distinguanlur a differentialibus eiusdem functionis per quantita- 
tes x, Xi .... exhibita. 

His positis, dabuntur f, f .... f„ ut ipsarum x, x x .... x n functio- 
nes per hoc aequationem systema: 

0 = F = f — f (x, Xi x n ) 

0 = Fi — fi — fi(f> x i> .... x n ) 

0 S= F 2 — fi — fl(fl fn *1» *1 •••• *«) 

0 SS F m = f n fn(fl fl ft- 1» *«)» 

quae sunt aequationes n+1 inter variabiles, 

X, Xi .... X n i fl fl fn *)• 

•) Idem signum f,, pro variabili et functione sumtum, ambiguum non erit quia 
funclionali signo adieci quantitates quas functio involvit. 
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Secandum (5.) $. 10. fit: 

1 

E functiouibus F, F, 


8P BF, BF, 

■sr . _8f_ 8 f, Bf^ . 1V , +I —Thc'dx, •••• B x, 

~ dx ’ dxY **** 3x* , ÖF a F, 3 F. * 

-Tf'Tf 7 

. . F, unica F„ ipsam f, involvit, unde Omnibus 
BP 8 F, 3F n _, 

a/. » "äTT 


evanescentibus, fit 
a f aF, 

^-‘TT'TTT **• 

Ex omnibus F, F, .. 
_ , aa a a, 
S± ^T-57T 

ideoque 


0/7,1 = (s + aP ^F, 


aF._, \ aF. 


- ^-TT'Tfz • -wfzrrTfr- 

. F„_, unica F„_, ipsam implicat unde fit 
3 f„_, aa aF, aF_ n aF„_, 

^=T ~ V - a/- *ä7T TCT*ä/ZT’ 


_ . aa aF, aa. _ /- , aa aF, aF_,\ aa^, aF. 
s± TT*ä7 l - \^ ± W'Wr'' , '^)'8l^’8T;' 


Sic pergendo tandem pervenitur ad formulam, 

BP BF, BF, _ BP BF, 


2± 

Et cum sit, 
prodit 




Tf7 “ ~W~bT7 


B F„ 

8fn 


BF __ BP, 

TT ~ 8f, 


2± 


BF n 

TfT 

BF, 


= 1, 




BP BF, 

-~8T'~8TT 8fn 

Porro cum ex omnibus F, F t .... F n unica F ipsam x; ex omnibus F„ 
F, .... F„ unica F t ipsam x, etc. involvat, simiii ratione obtiuetur, 

BF, _ BP BF, BF, 


+ 5i? » 

“ ax ■ ax, 


Fit autein 


Bx, Bx * ax, 

3 Fi _ / a/V \ 


3x, 


unde 
3. 


ax,- 


s ±“af- 


3F, 


ÖS- 


4. 


|£= ( -i)^).(|A) ... 

Formulis (2.) et (3.) substitutis in (1.) prodit formula memorabilis, 

4k = (“firM-Hr) •••• (l^r)* 

Cuius aequatiouis iu laeva parte functiones f, per x, x, . ... x, exhibitae 
finguntur, in dextra parte funotio f, per f \ f, .... x if x .... x, ex- 
pressa supponitur. 

Crelle’» Jounul i. M. Bd. XXII. Ult. 4. 46 


" ± Bx • a^7 


Digitized by Google 



358 12. C. G. J. Jacobi, dt Dtlirminantihus functionalibui. 

19. 

Theoremale §. pr. demonstrato nituutur formulae generales qnae pro 
transformatione integralium multiplicium circumferunlur. Proponatur inte- 
grale multiplex, 

fü dfdf t .... 5f nt 

ubi U ipsarum f, f x .... f n data functio est: integratio ita modo maxime 
generali instituitur ut successive unins variabilis respectu integrando, reli— 
quae variabiles pro Constantibus liabeautur ita ut liuiites quoque integra- 
tionis bartim variabilium fuuctiones sint. Veluti primum ipsius f n respectu 
integrando litnites ipsarum /j .... functiones erunt; integrale iuven- 
tum iterum ipsius f„_, respectu integrabitur eruutque limites ipsarum f, J\ 
.... f„_ t functiones et ita porro usque dum integrationes oranes transactae 
suut. De illis integralibus muitiplicibus valet theorema quod in hac Theoria 
pro Principio baberi debet, siquidem functio U inter integrafionum liuiites 
nunquam in infinitum abeat, integratiouum ordiuem quocunque modo placeat 
mutari posse ita ut periude sit cuius variabilis respectu prima, cuius re- 
spectu secuuda integratio fiat et ita porro, dummodo novarum integralionum 
limites idonee determiuentur. Quod Principium per se darum est si inte- 
grales mnltiplicis valor ut limes summationis fiuitae definitur, intervallis con- 
tinuo decrescentibus. Kius Principii ope facile absolvitur quaestio, quae- 
nam expressio sub signo integrationis multiplicis substituenda sit elemento, 

df 3/1 .... «A, 

ubi variabilium f, f, .... f n loco aliae variabiles introducantur. 

Fiat integratio prima ipsius f n respectu; pro qua variabili introdu- 
catur alia x n statuendo f, esse quampiaro ipsius x n functionein quae invol- 
vere potest quantitates f, /*, .... f n _ , quae in prima illa integratione pro 
Constantibus habentur. Dilfereutiali df, substituenda erit, si integratio 
ipsius x n respectu efücienda est, expressio aequivalens, 



ita ut integrale multiplex propositum aequetur sequenti, 

lani vero rntegrationom ordiuem mutemus neque ipsius x n sed ipsius f m _ , 
respectu integrationem primam efficiamus. ftursus ipsius loco aliam 
variabilem inlroducamus statuendo esse functionein ipsius t 
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quampiam quao involvere polest etiam reliquas quantitates fr, f„ fr n _„ x„ 
quae in prima illa inlegratione pro Constantibus habentur: erit integrale 
propositum 

/i-'(lif) »r»r, • • • ■ a/u »*. a/u, = 

•••• V« «*.»»«. 

Kursus integralionum ordiuem mutando nou ipsius x„ , sed ipsius a re- 
speclu iutegralio priuia iustitualur, pro qua uova variabitis introducatur; 
sic post quamlibet novae variabiiis iutroductionem ordiuem integrationum 
immutando et rursus variabiiis loco cuius respectu integratio prima facienda 
est uoram variabilem inlroducendo, pervenietur taudem ad baue integralis 
transformati expressionem, 

X#)(J£-) •••• (!£:)** 3 * 

In qua expressione transformala est f„ ipsarum fr, fr, .... f n _„ x n , porro 
/Li ipsarum fr, fr, .... x n ac generaliter fri ipsarum f, fr .... 

x ir x i+ , .... x H functio, ita ut ultima f oumes novas variabiles x, x, 
.... x„ iuvolvat. At ipsius f expressionem in fr, ipsarum fr fr, expressio- 
nes in ipsarum f, f t , fr, expressiones in fr substituendo et ita porro, 
omues fr, fr, ....fr, evadunt novarum variabilium x, x, .... x. fuuetiones, 
earumque fuuetionum Determinans, 

2 .... 

— äx dx, dx» 

seeuudum theorema §. pr. probatura producto iiii, 

•••• (tIt)» 

aequatur. Quod si producto iüi sabstituimus Determinans in integrali mnlti- 
plici transformalo , uanciscimur 

fv Bf Bf, .... Bfr n = fl 7.s ± •••* "ffe dxöx * 

quae est formula generalis pro integrali multiplici transformando. Quam 
formulam pro dnabus et tribus variabilibus eodem fere tempore Eulerus et 
Lagrange invenerunt, sed ilie paullo prius. Et bacc formula egregie ana- 
logiam differeulialis et Determinantis functionalis declarat. 


46 * 
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P 13, 

De functionibus alternantibus earumque divisione per 
productum q differentiis elementorum conflatum. 

(Auct. C. 6. J. Jaeobi prof. ord. math. Region), ) 


1. 


Eleganter olim observavit CI. Vandermonde, proposito Determinante. 

S ± aj, 0) a\ .... fl S 0 , 

si mutentnr indices in exponentes, provenire Productum conflatum ex Omni- 
bus elementorum, 


differentiis, 

P 


flu, flj, a, .... a n , 

(<»,— «*„)(<*, ~a 0 )(a, — a „) .... (a, — a») 
(ö 2 — fl,) (fl, — a,) . . . . (a„ — a,) 
(flj — flj) . . • • (fl, — öj) 


(fl„ — <»._,). 

Quod sic demonstratur. Functio quae elementorum Permutatione aliqua in 
valorem oppositum abit, nullum iuvolvere potest terminum eadem Permuta- 
iione immutalum; adesse enint deberet etiam termiuus oppositus et uterque 
se mutuo deslrueref. Unde Productum P, quod duorum elementorum eora- 
mutatione in valorem oppositum abit, evolulum carere debet terminis, 

«o a | a, o 

flu fl| fl 2 • * • • fl|l ) 

in quibus duo exponentes vel plures inter se aequales sunt, quippe qui ter- 
mini non mutantur duo elementa ad eandem diguitatem elata inter se com- 
mutaudo. Dine exponentes, 

fl|» o» .... ct„ , 

tantum vatores induere possuut iutegros positivos a se diversos et cum 
omnium summa aequare debeat Producti P dimensionem, 

»(«+ 1) 

, 2 

exponentes illi alii esse uequeunt quam, 

0, 1, 2 .... n. 
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Quorumcunque enim aliornm inter se diversorum summa numerum 

superaret. Coefficientes autem terminorum illorum ln quibus Og, a, etc. 
omnes inter se divers! sunt, alii esse nequeunt quam 

— 1 » 

cum in faciendo Producto Uli termini unico modo producantur. Ex. gr. 
Cerminus, 

0 1 « * 

Ou a i a i •••* ö«, 

aliter produci non potest quam singulorum factorum, 

, fl, ' fl»— 2 , • • • • fl« Oy 

fl«— 1 ~ O»— J I fl»— l fl«— 3 1 • • • • fl«— 1 Oy 

fl«— J “ fl«— J » • • • • fl»— 3 fly 


Ol — fly» 

prima nomina inter se producendo. Nascitur igitur Producti P evolutio 
e termino, 

±Oyfl| Oj .... o«, 

elementa q,, o, .... o» sive eorum indices subscriptos 0, 1 .... n omni- 
modis permutaudo, signis insuper ea lege defiuitis ut binorum indicum com- 
muCatione Aggregatum omnium terminorum in valorem oppositum abeat. 
Quae ipsa est Determinantis formatio, siquidem exponentes pro indicibus 
babentur. 

* 

Ex antecedentibus patet in evolvendo Producto P perpaucos rema- 
nere termiuos, longe plurimis se mutuo destrueutibus. Nam producendo 

*(«+<) 

2 

factores biuomiales, proveniunt termini nuraero 

»t»+i) 

2 2 , 

e quibus tantum remanent, 

1.2.3 .... (n + 1), 

n + 1 indicnm Permutationibus respondentes. Sic quoties n = 5 , e 32768 
terminis nonnisi 720 remanent reliquis omnibus se mutuo desirnentibus. 
Quamobrem rectius evolutio Producti eo explicatur quod instar Determinan- 
tis se babeat quam vice versa. 
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2 . 

E notis Determinantium proprietatibus similes quantitatum P petuntur. 
Sic pro tribus, quatuor etc. elementis successive formantur quantitates P 
per formulas, 

(« x — Oo) (a 3 — «Q (o, — a x ) = a t a 2 (a, — a x ) 

+ 02^(0,, — «j) 

+ fluOi (ßi — «u)> 

(a, — ö 0 ) (a, — <*u) («j — a,) (Oj — a x ) (a 3 — a x ) (a 3 — o,) = 
o x a 2 a, (a 2 — a x ) (o x — a,) (a, — a 2 ) 

— ßi «j ab (a, — aj) (a, — oj) (a, — a,) 

+ a 3 a«, a x (ab — a,) (« x — a x ) (a, — a„) 

— a^a t <h (a, — ab) (Oj — a,,) (a* — a x ) , 

etc. etc. • ■ 

Quaeque linea horizontale e praecedente obtinetur quemlibet indicom 0, 1, 2 
etc. mntando in proxime sequentem, ultimum in primum , signo simul mutato 
aut immutato prout elementorum numerus par aut impar est. 

Si elementorum numerus par est, commoda haec habetur quantitatis 
P repraesentatio. Vocemus 

V*ui *» J *1 •••• t m ) 

functiouem aliquam quantitatum indicibus ty, t x .... i m affectarum ; si for- 
maudum est Aggregatum, 

S«,, t x , tj •••• t m ) cs (fy, i x , i 2 .... i m+ i, 

(*I > *1> *J ••••*»* *u) ”f” 

(*!» *H *4 •••• ^)"1” 

(•in» *U> *1 •••» *m— I» *m— 1)> 

id innuam dicendo, iudices 

• • • • 

*U> *1» *1J • • • • *m 

cyclum percurrere. Qua in re ordo quo iudices in cyclum disponantur 
bene tenendum est. Bis posiiis quantilatem P sic formare licet. Finga- 
tur expressio, 

( a i <*j) ••• • ( a »~- - °»-i) S a, «j a, a. .... a^^a* r 

quam quo clarius lex appareat sic scrilam, 

(a x — flu)(a,— (h) .... («. — .... (a,_ 1 a„)'— 
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sab signo 2 omnimodis permutatis exponentibns, 

0, 2, 4, .... n — 1. 

In expressione illa cyclum percarrant primo elementa tria, 
secundo elementa quinque, 

O«— ♦» 0.-3 > 0 »- 2 > O.— 1 5 O» 

et sic deinceps ita ut postremo cyclum percarrant elementa, 

0.3 °2 » <*3 • • • • <*»• 

Omnium expressionum provenientium Aggregatum aequabitur ipsi P. Ex. 
gr. pro quatuor elementis fit, 

P = (o, — öu) (o, — o,) {fljaj = (a, — a,,) (o, — a,,) («, — fl,) 

+ (02 — flu) (Ol — 0 3 ) Ö 2 + a] a \ j (flj — fli) («J — fli) («3 — «)) 

+ (fl3— flu)(ö2 — fll){«2flj 

In expressione proposita, 

(a, — ^(o, — o,) .... (o. — fl,_,)2(o J a I )°(o a a J ) s .... (a._ 1 fl„) ,, - , , 

eonstat summa 2 terminis 


1.2.3 .... 


» + 1 


qui Permutationibus exponeulium proveniunt. Proiluctum, 

(o, — fli) (flj — öj) .... (fl. — fl.— 1), 

evolutum suppediiat termiuos 


2 a . 


Ubi successive tres, quinque, .... n elementa cyclum percurrunt, termiuoruin 
uumerus per 3, 5 .... » multiplicatur. Unde Aggregatum propositum evo- 
lutum amplectitur terminos numero, 

^±1.3.5, 


jt+ l 

2 a ~ . 1 . 2 . 3 .... 


n. 


quem patet aequalem esse numero, 

1.2.3 .... w 4" 1 • 

Alia generalior ipsius P repraesentatio haec est. 
Discerpamus terminum generalem 


, o I 2 n— 1 

+ flu flj • • • • O*— 1 


in plura producta, veluti in tria, 

+ flj flj .... fl*’ 1 X i fltw fli+i • • • • o* Xi fl»+i fl«+2 •••• fli 
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Pro discerptiouibus in plura producta cum prorsus similia valeant, in illa 
discerptione consistam. Obtiuentur omnes indicum 0, 1 , 2 .... n Permutatio- 
nes disiribuendo eas in tres ciasses quaruni prima »-fl? secunda k — i, ler- 
tia n — k iudices amplectitur, eaque disfributione omnibus modis facta quibus 
tieri potest, cuiusvis classis iudices omuimodis pcrmutentur. Ex n+1 ele- 
mentis eiigi possunt * -J- l diversa primam c lassem formantia modis 

n-fl.ii .... n — i-4-1 

1.2 .... i + l ’ 

e reliquis n — i elementis eiigi posaunt k — * elementa diversa secundain 
classem formantia modis 

n — i.n — i — 1 .... rt — Jfc —J— 1 

1.2 .... k — i ’ 

reliqua n — k elementa tertiam classem formant, unde distributio n + 1 ele- 
mentorum in tres ciasses illas fit modis 

n + l.n .... n — i-f-l.n — i .... n — fc + 1 
1.2....«+ 1 . 1.2.... k — i 

Elements primae, secundae, terüae classis permutari possunt resp. modis 
1.2.3 .... i + l, 1.2.3.... & — i, 1.2.3 .... n — k, 
quibus Permutationibus ad singulas disiributiones adbibitis omnes emergunt 
n + 1 elementorum Permutationes 1.2 .... (n + 1). 


E termino 

±«x 


I 

o. 


, i+l J+1 
X fl|+l **»+2 


t , l+l 1+2 
• X fl l+l fll+! 


a 


n 

n 


proveuit permutando iudices 0, 1, .... 
A + l, Ä + 2 .... n, productum, 

2±auöl .... flf .S±<»*!<£ 


i, indices i + l, i + 2 .... k, iudices 

i , i+t j+j {«) 

.... ÖJ . i + Ol+I fli+2 « • > • ß(» , 


quod secundum §. 1. sic cxbiberi potest, 

(®i+l ®i+l +l (°i+l **1+5 •••• X 

n (öo, °i •••• ®i) n (o»+ 1 , ö;+, .... öi) n ( 0 *+,, 2 .... a„) ; 

dcsiguaute generaliter 

Il(a, b, c p, q ) a (ä — a) (c — o) .... (q— p) 

productum ex omnibus elemeutarum a, b, .... q ditferentiis. Hüne eruitur : 

P s= II (flu , ö, .... fl*) = 

+ ! ( a <+i a 1+2 • • • • (®l+l 1 841 ••«.* X | 

I n (flu, ö, .... fl,) n(fl*4, • • • • °k) n(A 1+l , .... o„) ( 

Signum S amplectitur tot termiuos quot habentur modi elemeuli n + 1 in 
tres ciasses i+l, k — i, n — k elementorum distribuendi. Omnes babeatur 


Digitized by Google 



13 . » G. /. J acobi , dt fimctionibus alternantibus. 


365 


distribationes, eligido ex Omnibus indicum 0, 1 • ••• h Pcriuutftliouibuä bas, 

(tu, (Li • • • ®i> fli+1» ®*+2 •••• ®i» ®i+l» ®l+i •••• ®«» 

in quibus ctu, a 4 »• ®; uec non ®i+u ®»+i •••• ®*> deuique aj +l , a i +J .... a* 
sesc magnitudinf excipiunt. Prout inulando indices 0, 1 .... n in ftj, cti 
.... a„ Productu P imniutalum inanet aut in valorem oppositum abit, ter- 
mino sub signo contento signum + aut — praefigendum est. His obiter 
commeinoratia 9 proposilum pergo. 

3» , . , 

Generaler cum ill. Cauchy vocemus functiones ulternaiUes quae elu- 
mentorum Perjutatiouibus aut 11011 mutautar aut in valorem oppositum abcunt. 
Quarum est «nplicissima Productuin P antecedentibus consideratum quod 
ex omnibus (cmentorum diflcreutiis contlatur. Eiusdem functionum est ex- 
pressio geue»l is, 

d % " 

in qua sub signo 2 elementa Uu etc. omnimodis permutanda sunt. De 
functione (preiici possunt termini omues duorum elemenlormn Permutatione 
immutati qippe qui se niutuo destruere debent (v. 8 . 1.). Hiuc si ponitur 

tp ( flu , a t .... fl.) = öu Oi ....<!„ , 

expouentei a, .... a„ omues inter se diversi esse debent, ne funclio 
alternas, ex eo termino proveniens, identice evanescat. 

Cousl.it et facile probat ur, quoties exponentes a,, etc. siut integri. 
functionein alteruantem, 

s+fl,, 0 '«;' .... ö.° n = p 


P 2 *1 » •••• a ") ^ t 


per ipsuni P divisibilcm esse. Sed non video observatura esse divisionis 
Quotientem per formulam generalem assignari possc. Quod ut appareat, 
inrestigabo eius Quotientis, \ 

d f 


„ 0 . n n, „ rt. 

^ g» * a x * «■••«■ *»».< , 


URI] 

\f\ 


ninctionem yeneratrtcem. Qua in quaeslioiie exponentein miiinnuiu slatuere 
. . . . . 
licet evanescere; si emm a„ est exponens mimmus, expressio proposilaper 


o u 0# <*> .... 


dividi polest. Ilinc Quotientein propositum sic exbibere licet, 

. _ .'i; ■JiW K 


2 


*• O,«* .... a m “n 


1 >P T . ;vjl iiiuioj/ 

in qua eixpressioue exponentes a lf <l 2 etc. sunt positivi. •u:ci.,,. 

C reite'« Journal d. M. Bd. XXII. Hfl. 4. 47 
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Sit quantitatum 4* t x .... t m functio rationalis istegra quaecunque, 
@ (4 > ‘ 4 • • * < 4.) I 

sit Produclum ex omnibus ipsarum 4 etc. dijferenüis, 

n (4t 4 ••*• 4n) = (4 4)(4 4) .... 

= 24 '/’.,.. Cj 

sit denique 

f(x) = — (* — »,)(*—«,) .... (xr-«,). 

His positis, secuiidum ipsarum 4 t t t etc. diguitates descendentea evolvamus 
expressiouen», 

l 4 • • » • t m ) <P( t» . f i .... fm) 

eiusque evolutiouis lerminos simul ouiuium 4t 4 . ... 4, digiitatibu« uega- 
tivis aflfectos accuratius cxarainemus. 

Pooendo 

rw = 

fit per discerptioues in fractiones sitnplices, 

1 ^(4. 4 . ■ ■ . tm) . <p(f a , t t .... t m ) _ 

fiü) /«.) •••• nim) ; 

n -^{ - a t ) + ‘ 

\f («.)(*,-«,) + ?(- t )(4— ,) ***• + 7(io(!,-*r/! x 

f />(<* .)(»-—.) + m )(?-—.) •••■ 

Facta Multipiicatione, huiusmodi proreniunt expressiones, 

o y( 4 » 4 t, .... >, ) 

fwrw •••• f 

designantibus a, b .... p qnascunque quantitatum a„, a, .... a H sive diver- 
sas sive inter se aequales. Si binae veluti a et b inler se aequales suut, 
expressio (2.) fit: 

»( 4 . 4 ....»,) 11(4,4 f t l I t 

f i (a)f(b)....f(p)' 4—4 '<* — « — o/(r t — c)(f,— d) ....(*„ * 

E coius expressionis evolutione, cum — fit functio integra, non pro- 

veniuot termini, ntriusque / u et 4 digoitatibas oegativis affecti. Unde si 
evolutiouis respicimos terainos omnium 4 .... l m dignitatibu» negativis 
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affeclos, in «presst (2.) pro ipsis a, b .... p quautitatum a,,, «, .... «. 
diversas sumcre su/cit. Quod cum ßeri non poss.t si m>n, babeaas 
propositiouem, quoes tn>n, ex expressione (1.) etolula non protewre 
terminos simul om*um G U .... i m dignilahbus negativ, s affectoe. 


Staluemlo n<n, expressio evolvenda secuudum autecc. sic exbi- 
beri polest, ' f . .... 

3 S ’ TW) f (<*n— «4 1). • • • f (“") ('•-»-—) «---+«) • * ' * i'"“ “ ) 

Sub signo S po ipsis etc. somendae sunt quael.bet ,n+i d.versae 
quautitatum a„ fl, .... eaeque omnimodis inler se permutandae. Vo- 
cemus II Coößcientem evolulionis propositae duclum ,n term.num 

tr l .... C*5 

erit quod fade constal, 

„ rr,tn 0—4-1 .... fl ») * n (On-m , ™-H n »> ,, 

4. /!= <S. f <«_.) /»(«— +l) .... 

lam vero cim sit, 

r(°i) ■* («i— A»)(*i — a *) •••* 
omisso factore evanescente a t — a t : fit 

5. n(o„_ m , fln-m+, .... <*»)• n (flu, fl, .... Or) — 

(_ip A n(„ u , a, .... fl.-«-,) rc 0 — ™) / ,, (fl.-™+ 1) — r(fl.). 

Naui in producto, * 

1 f(ajr(fl-.+.)-..r(fl.)i 

ut factoies iuvenionlur omniam elementorum a^,, a, .... a„ diflerentiae prae- 
ter eas e quibus confialar producluro 11 (fl«, «, «... fl«-™-»)* at( l ue insu P er 
bis sed signis oppositis habenlur faclores producli ü(a n . m , a n _ m +, 

... Substitaendo (5.) eraitur e (4.): 

6. H = ( 1) • , 


Fit secundum §. 1.: 

nia.. Qi <»»*»-*) 


7. 


Oll 

- ««•iS —■ — » , 

1* 


J • ’ - W|. 

sab signo 2 omnimodis pennutatis indicibus 0, i ti . . “"C 
obtinetur e (6.). mm+1 0 « a j .... a "”3Ii #>(<,„_, «,_™+i .... °«) 

8. — e — 

47«? 
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sub signo 2 omoibus modis permutaiis elemenlis cmibus <*,,, a, .... a „ . 
Nam in expressione (6.) sub siguo 8 elementa a v .a l .... a„ omnimodis 
distribuenda erant in duas classes resp. n — m e(c. mf 1 elementorum ai- 
que elementa sccundae classis omnimodis permutauda. « formuia quae snb- 
Miluendo (7.) prodil etiam elementa primae classis omimodis permutauda 
sunt, unde in formuia (8.) sub signo 2 elementa omuiaomnimodis in duas 
classes distribueuda et utriusque classis elementa omuimod? permutanda sunt, 
quod perinde est ac si elementa omnia omnimodis permutetur (v. §- 2.). 

Expressio (8.) est elementorum «u, o, .... a„ functs alternans raiio- 
nalis integra divisa per Productum ex omnium elementortn differentüs P. 
Cuius Quotientis est expressio (1.) fuuetio generalrix, qme indagalu pro- 
posita erat. Invenimus enim, evoluta expressione (I.), CoeCcientero tennini 



esse Quotientem propositum. Seorsim consideramus caaum qu> 

m — n. 

Eo casu fit formuia (4.): 

9. H = S. 

fit autem: 

n. «hfl 

r(«o)/"(ox) .... roo = (— i) 2 pp , 

unde 

10. H = (— l)~^ j s M a " 

qua in formuia sub signo & elementa a,,, a, .... a n omnimodis permutauda 
sunt. Expressio ad dextram functio altern ano est rationalis integra mäxime 
generalis, qnoniam functionem omninm elementorum rationalem integrani 
quameunque desiguat. Habetur igitur haec 

‘ ' t 

Propositio. 


f »y (° Qt °| »«»» Os) 

i .... f‘(«Ty 

■ 


Sit P productum ex omnibus elementorum a,,, a, .... o, difleren- 

tiis, e quo nascatur II poueudo ipsorum a , loco resp. 4,, l, 

.... 4,; sit * : • 

f(x) = (x — au)(x — a t ) .... — 

atque designet ?>(4,, 4, .... t K ) ipsarum 4», t, .... 4, functionem quara- 
cunque rationalem integram ; sub signo 2 permutando omnimodis eie- ' 


menta Oy, a t .... a„, 

• . ... i* . . . 
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expressio maxime generalis functionis ratioualis integrae alteruantis 
divisae per Productum ex omnium elementorum differentiis; Quotieu- 
tem iuvenimus aequare Coefficientem termini 

*1 ••••*» I 

in evoluta expressione ~ 

/ e \ 3 ü*yf^i *••» u ) 6 ) 

1 ' fl'.) f(«.) 

Si m = n — l, secnndum (8.) expressionis 

tp (a, , o, .... a„) 

S P 

functio generatrix fit, 

/ | \ 3 'l tn — l) • 'l ‘ * f.— l) 

1 ' ‘ fC'.Jfl',) •••• /('*-.) ' 

Quod facile etiam de Propositione antecedente sequitur. 


Statnamns, 

•••• ^») ^ tm" , 

atque observeraus, dividendo functionem evolvendam per 

#»■ .r» 

• •••*«•» 

Coefficientem termini 

*U *1 ••••*»» 

abire io Coefficientem termini 

.-o+i) .-(/,+') -<» +o 

*i ....*„• 

Hinc snppeditabit forraula (8.) baue Propositionera : 

Propositio. 

Functio alternans divisa per Productum ex elementorum a, n a, 


differentiis, 


Ult n—m-t r Tt . ■ ' Y- 

°t) a i a l • • ’ • m— 1 a n—m a n—m+l • • °n 


(«1— °o)t a 3—°o) ■’ 

aequatur Coeflicienti termini, 

. C 0+« rr tr.+») .... 

in evoluta expressione 

Uo — t,) (r 0 .... (r»~ ~ t»— i) 

A».)f('.> •••• (/(*>») 

siqoidem 

f(x) = (a: — flu)(* — a,) .... (i — o„). 
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Observo in Prop. praecedente positum esse, 

rs.m+l 

(—1) 1 (/.-Oft-« .... (/.—/«_ i) = ff»— 0 ( 4— 10 .... ff—, - O- 
Sit 

* __ * 4. _£i l j P* . 4. e i c 

/ (x) X 11 ^ 1 ' x*^ 1 X B ^ J ' x"^ 4 ' * 

erit C\ summa omuium productorum i elementorum sive diversorum sive 
aequalium e numero ipsorum a^, a t .... a„ desumtorum. Quae quantitates 
C,, C, etc., pooendo 

f(x) = x * — -J- A t x'^ — etc., 

facile per ipsas quoque A lf A 2 etc. exprimuntu£ Substituendo evolutionuni 

ipsius ^ praecedentem in evoluta fractiooe 

i 

t (O .... f (*«) 

fit lermmus generalis 

C u C lt .... C, m . .... 

Unde evoluta expressione, 

.... (/,-> — *,) _ 2±ciT~' t„- i 

/(*•)/"(* l) • ... ftf") .... f Um) 

fit termiuus generalis, 

2 ± C i# Ci, ... . C <w . • • • • CT'- 1 C ( " +,+ '" 1 . 

Hiuc Propositio antecedens suggerit formulam, 

i, 5. — «C—i .... °Ü" _ 

(°1— «•)(“» — «.) .... («»— a«-l) 

2 i C r<+— .... C^_„. 

In buius formulae altera quidem parte omnimodis permutanda sunt elementa 
«U, a, .... a„, in altera autem indices 7, 7, .... y„ , siguis + more con- 
sueto definitis. Fit ex. gr. pro tn = 0, m = 1 etc. ; 


2 . 


«. “i 


H — 7 y y . 

°_j °Li s* 


Cy+i-. C r ,_ — C y+1 _, C r 


etc. etc. 

Generaliter aex/uatur Quotitns proposiltu, 


2 .- 


n— m— l y y 

o _ _ . a' „ «i** — , t 
*•-111—1 n— ni a— m+l 


„Tm 
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Determinanti quod perfinet ad systema quantitatum, 

C /+*-*) +»-»i • • • • 

Cy+m-n-U • • • • C r +m-n-l 

Cy_,, .... C f • 

In bis formulis statuendum est quantitatem C indice 0 aflectam unitati aequa- 
lem esse, indice negativo aflectam evanescere. 

Si placeret, Determinans praecedens per elementorum a,-, a , .... a, 
ipsas Combinationes formatas exhibere, in formandis C r +*-" amitti posset 

elementuni unum a„, in formandis C r +*~* omitti posseut elementa duo a n , 

a„_,, et i(a porro. Constat enim non mutari Determinans si singuiis seriei 
horizontal i termiuis addantur earundem serierum verticalium termini imilti- 
plicati per quantitates quascunque, quae tarnen pro Omnibus eiusdem seriei 
horizontal* terminis eaedem esse debent. Porro obserro si designentur per 
C', C“ etc. Combinationes in quibus formandis unum, duo etc. elementa 
omittuntur, fieri 

Ci+t — o„Ci — Ci+i 

G+I {fln ö n— l) Ck+l *f* a n <*«+1 Ci — G+2 

etc. etc. 

Quod facile ipsa aequatione probatur, 

| 1 1 _*_ G L Cf i 

(x— a„)(x— a,) .... (x— a n ) J\*) x"+* ~ X -+ 1 T x'+ J T elC ‘ 

Quibus Determinautis et Combiuationum proprietatibus propositum constat. 
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* „ ; Zjjr combinatorischen Analysis. 

(Von C. G. J. Jacobs ord. Prof, der Math, an der Universität za Koni 


Königsberg in Pr.) 


Setzt man io die Gleichung, 

__ _i_ — i + a?4-ar 5 4-® , + etc., 
die Reiltenentwicklung für 

— log (1 — x) = a? + i a?s + i' af, + i a;4 + etc. = X, . 
entwickelt e x in die ßeihe, . . ! ' : 

e x = I + ^ + y + O"^ 03 + ete ’» 
so sieht an, dafs in 

l+ , Z+*Z 9 + ^+ etc. = = l+* + ** + ar>+ etc. 

der Coefficient von jeder Potenz af der Einheit gleich wird. Es ist aber 
der Coefficient von x" in 2 ^ nach dem bekannten Polynomialtheorem gleich 
dem Aggregate 

, s 2 6 3 c ....n a nonc....’ i 
wo 

.1. a + 26-}- 3c + etc. = n. 

Es «nufs daher die Gleichung Statt finden: 

*• S 2 6 3 e ....IÜn&IIc.... “ *» 

wenn man für a, b, c, .... solche ganze positive Zahlen, die Noll mit ein- 
begriffen, setzt, für welche 

a-f-2Ä-{-3c'f- etc. 

denselben Werth behält, es mag dieser Werth übrigens sein, welcher er 
wolle. Die Gleichung (2.) kann man durch rein combinatoriscbe Betrach- 
tungen beweisen. 

Wenn man die Zahlen 1, 2, 3, .... n versetzt, so wird durch diese 
Versetzung eine Zahl i t in i,, i 2 in «, u. s. w. und zuletzt i„ wieder in *, 
übergehen, wo L .... *„ sämmtlich von einander verschieden sind. Sind 
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hiermit die n Zahlen noch nicht erschöpft oder ist a<.n, so nehme man 
von den übrig gebliebenen Zahlen irgend eine » a+1 ; diese wird durch die 
betrachtete Versetzung in « a+2 , diese in » 8+J u. s. w. und zuletzt in i. +1 

übergehen, wo wieder * a+I , i a+1 .... i, säramtlich von einander verschieden 
sind. Auf diese Weise kann man fortfahren bis sämintliche n Zahlen er- 
schöpft sind. Bezeichnet man mit 

3. *i *i • • • • *o) 

die Art der Versetzung, wonach jede der Zahlen i^, »,.... *„ in ihrer 
Reihenfolge in die nächste, die letzte in die erste übergeht, so wird mau 
durch Versetzung der a Zahlen in dem Ausdrucke (3.) nur 



verschiedene Arten des Ueberganges der Zahlen in einander erhalten, weil 
je a Ausdrücke 

(*1*2 .... *b), (ijlj .... t 0 ti) .... (*0*1*2 • • • • *«— l) 

nur dieselbe Art dieses Ueberganges bezeichnen. Man kann daher sämmt- 
liche Versetzungen der n Zahlen erhalten, iudeui man die rt Zahlen auf 
alle mögliche Arten in Gruppen, z. B. in a Gruppen von einer, in b Grup- 
pen von zwei, in c Gruppen von 3 Zahlen theilt, wo 

a-f2i-l-3c-f- etc. = n, 

und iu jeder Gruppe z. B. von a Zahlen die verschiedenen 

n« 

a 

Arten bildet wie die Zahlen auf die angegebene cyclische Weise in ein- 
ander übergehen. Wenn iu einer Gruppe sich nur eine Zahl befindet, so 
heifst dieses so viel, dafs diese Zahl in der betrachteten Versetzung ihre 
Stelle überhaupt nicht ändert. 

Man kann n Zahlen auf 

Tin 

Ila 116 Ile .... (I12) 4 (113)* .... 

verschiedene Arten in a Gruppen von einer, b Gruppen von 2, c Gruppen 
von 3 Zahlen u. s. w. tbeilen, wie durch einfache combinatorische Betrach- 
tungen hinlänglich bekannt ist. In jeder Gruppirung giebt nach dem Obigen 

112 113 

jede Gruppe von 2 Zahlen -y , jede Gruppe von 3 Zahlen -j- u. s. w. ver- 
schiedene Arten wie die Zahlen derselben Gruppe den cyclischen Uebergang in 
Crelle'» Journal <1. M. DJ. XXJ1. Ult. 4 . 48 
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einander halten können. 


Es wird daher jede Gruppirung der genannten Art 



Versetzungen geben, und da man 

rin 

nan6nc....(n2) i (,n3)' .... 

solcher Gruppirungeu hat, so werden alle Gruppirungen, in denen die n Zah- 
len in a Gruppen von einer, b Gruppen von zwei, c Gruppen von drei 
Zahle» u. s. w. gelheilt werden , wenn alle Zahlen jeder Groppe auf alle 
mögliche Arten cyclisch in einander übergehen, zusammen 

ITn 

nantllc .... 2*3 C .... 


Versetzungen ergeben. Giebt man den a, b, c .... alle Werlhe, für welche 
a + 2ö + 3c + etc. == n, so mufs man sämmtliche 11 n Versetzungen der 
n Zahlen erhalten, so dafs man 

. ~ 1 

1 “ ^naii&nc .... 2 4 3 c .... 


erhält, welches die zu beweisende Gleichung ist. 
13. März 1841. 
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Untersuchungen über die Theorie der complexen 

Zahlen. 


(Von Herrn Professor G. Lejeune Dirichlet zu Berlin.) 

[Auszug au. einer der hiesigen Akademie der Wissenschaften am 27. Mai d. J. rorgelesenen Abhandlung.] 


Ua sicli diese Untersuchungen sowohl hinsichtlich der darin befolgten Me- 
thode als- durch ihre Resultate, an frühere Arbeiten des Verfassers an- 
schliefsen, so wird es zur leichtern Verständlichkeit der hier zu gebenden 
Andeutungen zweckmäßig sein, wenn wir diesen eine kurze Erwähnung 
einiger der früher behandelten Fragen vorausschicken. In einer Abhand- 
lung, welche unter denen der Akademie für das Jabr 1837 gedruckt ist, 
hat man sich die Aufgabe gestellt, den längst bekannten und oft als Lemma 
benutzten Satz, nach welchem jede arithmetische Reihe, deren erstes Glied 
und deren Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, eine unend- 
liche Anzahl von Primzahlen enthält, in aller Strenge zu beweisen. Der 
dort entwickelte Beweis bietet das Merkwürdige dar, dafs er ungeachtet 
der rein arithmetischen Natur des zu begründenden Satzes wesentlich auf 
der Betrachtung stetig veränderlicher Gröfscn beruht, indem derselbe von 
der Bildung unendlicher Reiben ausgeht, die wie die schon von Euler in 
der lntrod. in Analy. inf. behandelten durch Multiplication einer unend- 
lichen Anzahl von Factoren entstehen. Diese neuen Reihen unterscheiden 
sich jedoch darin von den Eulerschen, dafs in die Factoren, von denen je- 
der ein Glied der Reihe der Primzahlen enthält, noch Potenzen von Wur- 
zeln der Einheit eingeben, deren Exponenten mit den sogenannten Indices 
der Primzahlen zusammenfallen, wenn diese mit allen übrigen auf ein Sy- 
stem primitiver Wurzeln bezogen wird. Sobald man den eben angedeu- 
teten Weg betreteu hat, scheint sich der Beweis mit der gröfsten Leichtig- 
keit, und so zu sagen, ganz vou selbst zu gestalten, allein bei aufmerk- 
samer Betrachtung bemerkt mau eine Schwierigkeit, ohne deren Beseitigung 
das Verfahren ganz illusorisch werden, oder doch nur auf besondere Fälle 
anwendbar sein würde. Diese Schwierigkeit besteht in der für den Er- 
folg uuerläfslichen Nachweisung, dafs die Summen gewisser Reihen, deren 
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Convergenz leicht einzusehen ist, von der Null verschieden sind, und hat 
nicht etwa, wie man es zunächst vermutben sollte, ihren Grund in der 
Unmöglichkeit die Summation auszuführen. Diese Operation ist vielmehr 
in allen Fällen leicht zu bewerkstelligen, allein der endliche Ausdruck, 
welchen man dadurch erhält, gewährt keine Erleichterung für die gefor- 
derte Nachweisung und es ist im Allgemeinen eben so schwer aus der 
Summe in endlicher Form zu erkennen, dafs sie von Null verschieden ist, 
als dies bei der ursprünglichen Reihe der Fall w*ar. 

Nach mancherlei fruchtlosen Versuchen w'ar es zwar gelungen, die 
erwähnte Schwierigkeit vollständig zu überwinden; doch waren die Be- 
trachtungen, zu welchen man seine Zuflucht zu nehmen genöthigt war, so 
complicirt und iudirect, dafs sie nur wenig befriedigen konnten und die 
Auffindung eiues kurzem und der Natur der Sache mehr entsprechenden 
Verfahrens sehr wünscheuswerth machen mufsten. Wiederholte auf diesen 
Gegenstand gerichtete Bemühuugen hatten denn auch endlich den beab- 
sichtigten Erfolg, und führten zu dem unerwarteten Resultate, dafs die er- 
wähnten Reihen mit einer Aufgabe zusammeuhangen, deren Lösung in einem 
der wichtigsten Tlieile der Zahlenlehre eine längst gefühlte Lücke ansfüllt. 

Die Theorie, wovon wir reden, ist die der quadratischen Formen, welche 
zuerst von Lagrange begründet, später durch Legendre und besonders 
durch Gaufs zu einem hohen Grade der Ausbildung gelaugt ist. Bekannt- 
lich sind die Eigenschaften solcher Formen hauptsächlich von einer durch 
ihre Coeflicienten bestimmten ganzen Zahl, welche die Determinante der 
Forui heilst, abhängig, und Lagrange hat gezeigt, dafs jeder Determinante, 
sie sei positiv oder negativ, nur eine eudliche Anzahl wesentlich verschie- 
dener Formen entspricht, so wie derselbe grofse Geometer auch das Ver- 
fahren angegeben hat, nach welchem sich für jede numerisch gegebene 
Determinante diese wesentlich verschiedenen Formen darstellen lasseu. 

Die Frage nach dem allgemeinen Zusammenhänge zwischen der Anzahl 
der Formen uud der Determinante wird jedoch durch die Kcnntoifs dieses 
nur iu bestimmten Fällen auszuführendeu Verfahrens nicht erledigt und 
diese Frage ist es nun, welche in den oben erwähnten Untersuchungen 
ihre Lösung erhält. 

Von den daraus hervorgelienden Resultaten, welche in diesem Jour- 
nal (Bd. XIX. u. XXI.) ausführlich entwickelt worden sind, ist für uuseru 
Zweck nur zu erwähncu, dafs die Abiüiugigkeit der Anzahl der Formen 
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von der Determinante sich in einer ganz verschiedenen Weise darstellt, 
je nachdem die Determinante negativ oder positiv ist. Im ersteren Falle 
ist diese Abhängigkeit rein arithmetischer Natur, während der Ausdruck für 
die Anzahl der Formen im zweiten Falle gewisse Verbindungen der Coef- 
ficieuten der Hülfsgleichungen enthält, welche bei der Kreistheilung Vor- 
kommen. 

Was nun die neuep Untersuchungen betrifft, deren ersten Theil die 
der Akademie vorgelegte Abhandlung enthält, so haben diese den Zweck, 
die eben angeführten Resultate auf die Theorie der complexen Zahlen aus- 
zudehnen. Den Gedanken, complexe ganze Zahlen, d. h. Ausdrücke von 
der Form # + «/" — 1, in die höhere Arithmetik einzuführen, verdankt man 
dem berühmten Verfasser der Disq. arxthm. , welcher auf diese Erweite- 
rung durch seine Untersuchungen über die Theorie der biquadratiscben 
Reste geführt worden ist, deren Fundamentaltheoreme nur dann in ihrer 
höchsten Einfachheit und ganzen Schönheit erscheinen, wenn man sie auf 
complexe Primzahlen bezieht. Die Wichtigkeit des so erweiterten Begriffs 
der ganzen Zahl ist jedoch nicht auf die eben erwähnte Auwendung be- 
schränkt; es wird vielmehr durch dessen Einführung den Untersuchungen 
der höheren Arithmetik ein neues Gebiet aufgeschlossen, auf welchem fast 
jede Eigenschaft reeller Zahlen ihr Analogon fiudet, welches nicht selten 
der erstem hinsichtlich der Einfachheit und Eleganz gleichkommt oder sie 
gar übertrifft. So gilt z. B. der angeführte Satz über die arithmetische 
Reibe auch noch für complexe Zahlen, d. h. der Ausdruck an + b enthält 
unendlich viele complexe Primzahlen, wenn man darin a und b als gege- 
bene complexe Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor, n dagegen als eine 
unbestimmte complexe Zahl betrachtet. Der Beweis bleibt dem für reelle 
Zahlen sehr ähnlich, nnd diese Aebulichkeit erstreckt sich auch auf den 
hier gleichfalls vorkommenden Umstand, dafs man zu zeigen hat, dafs ge- 
wisse convergirende Reihen Summen haben, welche von Null verschieden 
sind. Die Analogie machte es im höchsten Grade wahrscheinlich, dafs 
zwischen diesen Reihen und der Anzahl der quadratischen Formen für die 
entsprechende complexe Determinante ein ähnlicher Zusammenhang Statt 
finden müsse, vfie er früher für reelle Determinanten nacbgewieseu worden 
war. Doch war dieser Zusammenhang in der Theorie der complexen Zah- 
len weit schwerer aufzufinden, nicht nur wegen der gröfisern Complication 
des Gegenstandes, sondern hauptsächlich deshalb, weil die Theorie der qua- 

Crell’es JosxnkL d. M. Bd. XXII. llft. 4. 49 



378 15 « G. Lejeune Dirichlet , Untersuchungen üb. d. Theorie d. complexen Zahlen. 

dratischen Formen auf dem Gebiete der complexen Zahlen noch ganz un- 
ausgebildet war und es also erforderlich wurde, die bekannten Sätze der 
Theorie der quadratischen Formen im gewöhnlichen Sinne des Wortes der 
Reihe nach durchzugehen, um zu erkennen, mit weichen Modifikationen sie 
für complexe Zahlen gelten. 

Nach dieser vorläufigen Untersuchung gelangt man in der That da- 
hin, den vermutbeten Zusammenhang uaefazuweisen und es bleibt alsdann 
nur noch übrig, die erwähnten Reiben zu summiren, um den Ansdruck zu 
erhalten, welcher die Anzahl der Formen für eine complexe Determinante 
als Function dieser Determinante bestimmt. Als schliefsliches Resultat der 
Untersuchung stellt sich heraus, dafs die Abhängigkeit der Anzahl der 
Formen von der Determinante derjenigen ganz ähnlich ist, welche in dem 
zweiten der oben angeführten Fälle Statt findet, nur mit dem Unterschiede, 
dafs die Rolle, welche dort die Hülfsgleichungen für die Kreistheilung spie- 
len, hier von deu Gleichungen übernommen wird, welche sich auf die Tbei- 
lung der Lemniscate, oder was dasselbe ist, auf die Theilung der ellipti- 
schen Fuuctionen beziehen, welche dem Modul entsprechen. 

Merkwürdiger noch als dieses allgemeine Resultat ist ein besonderer 
Fall, wo die Anzahl der Formen unabhängig von der Theilung der Lem- 
niscate bestimmt werden kann. Es ist dies der Fall einer reellen Determi- 
nante D ; für eine solche ist nämlich, wenn man sie in der Theorie der 
complexen Zahlen betrachtet, die Anzahl der Formen ein Product von drei 
Factoren, wovon der erste eine einfache algebraische Function der Deter- 
minante darstellt, während der zweite und dritte mit den Zahlen zusammen- 
fallen, •welche in der gewöhnlichen Theorie der quadratischen Formen be- 
zeichnen, wie viel Formen für die Determinanten -\-D uud — D Statt finden. 

Dieses Resultat enthält, wenn wir uns nicht sehr täuschen, einen 
der schönsten Sätze der Theorie der complexen Zahlen, und mufs um so 
mehr überraschen, als in der Theorie der reellen Zahlen zwischen deu 
Formen, welche zwei entgegengesetzten Determinanten entsprechen, gar 
kein Zusammenhang zu bestehen scheint. 
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16 . 

Eine Eigenschaft des Vierecks. 

(Von Herrn Rechnungsrath Brune zu Berlin.) 


lu elirsatz. Wenn man in einem Vierecke mit jeder der beiden Diago- 
nalen durch den Mittelpunct der andern eine Parallele zieht und den Durch- 
schnittspunct dieser Parallelen mit den Mittelpuncten der vier Seiten durch 
gerade Linien verbindet, so theilen letztere das Viereck in vier flächen- 
gleicbe Theile. 

Beweis. In dem Vierecke ABCD (Taf. II. Fig. 1.) seien die Dia- 
gonalen AC, BD in den Puncten K, L balbirt, ferner sei MN durch L 
parallel mit AC, so wie QR durch K parallel mit BD gezogen. Alan ver- 
binde sowohl den Durchscbnittsponct P dieser Parallelen mit A, B, C, D, 
als anch L mit A, C, und K mit B, D; so ist 

1. ABP + PBC = ABC + APCc= ABC + ALC 

= ALB + LBC = \ABCD, 

2. PBC + PCD = BPD + BCD = BKD + BCD 

= BCK -f KCD = j ABCD, 

3. ADP + PCD « ACD — APC «= ACD — ALC 

= ALD + LDC = \ABCD; 

folglich 

(aus I. und 2.) ABP = PCD , 

(aus 2. und 3.) PBC — ADP, 

mithin auch, wenn nur die vier Seiten in E, F, G, Bi halbirt und diese 
Puncte mit P verbunden sind, 

AEP = EBP = CGP = GDP, 

ABP = BFP = FCP = HDP, 

nnd daher 

AEP+AHP = EBP+ BFP = CGP + FCP = GDP+ HDP, 

das ist 

AE PU = EBFP = FCGP = GDHP = * ABCD, 

w. z. b. w. 

Hätte das Viereck einen einwärts gebenden Winkel, z. B. in C, so 
wäre in der Beweisführung, wie leicht za übersehen ist, nur das Zeichen -f- 
vor den Dreiecken BCD, LBC, LDC, in das entgegengesetzte ( — ) za 
verändern. 
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S. 4 Z. 3 v. u. et. 6. 8 1. 68 

— 19 letzte Zeile st. « I. a 

— 20 Z. 2 v. o. Bt a 1. a 

11 ▼. o. Bt a L a 

— 2! — 7 r, o. tu L a 

— — — 4 v. q. Bt Zwisehonwechsel L Zeichenwechsel 

— 22 — 9 v. a. st mehre I. mehr 

— 40 — 5 v. u. st f'x L F x ' x 
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